Feuille d’exercices n° 19 MP
Endomorphismes d’espaces euclidiens 2025-2026

(x) Exercice 1
Montrer que si A est une matrice symétrique de M, (R) vérifiant A¥ = I,, pour un certain entier k > 2,
alors A2 = I,,. Que dire de la matrice A si k est impair ?

(%) Exercice 2 Soit A = (a;;) € M,(R). Montrer que si A est symétrique alors

n n n
DD i = 2N
i=1j=1 k=1
avec Ap, ..., A, les valeurs propres (non nécessairement distinctes) de A.
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(x) Exercice 3 Soit A = 1101
1 110

1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Donner les valeurs propres et espaces propres de A.

3. Soit B une base de vecteurs propres de A. Donner une base orthonormée constituée de vecteurs
propres de A (on pourra s’aider du procédé d’orthonormalisation de Schmidt). Ecrire alors la diago-
nalisation de A avec une matrice de passage orthogonale.

(»x) Exercice 4
1. Soit A € M, (R) une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres sont positives. Montrer qu’il
existe une matrice symétrique S de valeurs propres positives telle que A = S2.

2. Soit A € M,(R) une matrice inversible. En utilisant la matrice AT A et la question 1., montrer
qu’il existe une matrice orthogonale R et une matrice symétrique S de valeurs propres strictement
positives telles que A = RS.

(x) Exercice 5 Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n, vérifiant A3 = —4A. Montrer que A est
la matrice nulle.

(x) Exercice 6 Soit A € M, (R) et soit B = AT A. On munit M,, 1 (R) de son produit scalaire canonique.
Hormis 4. et 5., les questions sont indépendantes.

1. Montrer que B est symétrique.

Montrer que Sp(B) C RT.

Montrer que B = 0 si et seulement si A = 0.
Montrer que ker A = ker B.

En déduire que rg(A) = rg(B).

AN

(x) Exercice 7

1. E = R" muni du produit scalaire canonique et a est un vecteur unitaire de E. f est ’endomorphisme
de E défini par :
Vee E, f(z)=z+2z,a)a

Montrer que f est un endomorphisme autoadjoint de FE.



2. E = M,(R) muni du produit scalaire (A, B) = Tr(A" B). f est 'endomorphisme de F défini par :
VM ecE, f(M)=M"
Montrer que f est un endomorphisme autoadjoint de FE.

1
3. E = R,[X] muni du produit scalaire (P, Q) = [ P(t)Q(t)dt. f est 'endomorphisme de E défini par :
1

f(P)=2XP + (X*-1)P"

Montrer que f est un endomorphisme autoadjoint de E.

(**) Exercice 8 Soient a et b vecteurs non nuls d’un espace euclidien E. On considére ’endomorphisme
f de E défini par :
Ve e E, f(z)=x+ (z,a)b

Montrer que f est un endomorphisme autoadjoint si et seulement si la famille (a, b) est liée.

(x) Exercice 9 Soient E un espace euclidien, f et g deux endomorphismes de F qui commutent. On
considére une base orthonormée de E, et on note S la matrice de f dans cette base et T' la matrice de g
dans cette base. On suppose enfin que S est symétrique et que T est antisymétrique.

1. Montrer que Vz € E, f(z) et g(x) sont orthogonaux.
2. Montrer que Vz € E, |[(f — g)(@)|| = [[(f + g)(2)]|.

(»x) Exercice 10 Soit n € N*. On note E, le R-espace vectoriel des polynémes a coefficients réels et de
degré inférieur ou égal a n.

1
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1. (a) Montrer que pour tous P et ) éléments de E,,, I'intégrale /P(t)Q(t), / 172 dt est convergente.
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(b) Montrer que 'application ¢ : (P,Q) — (P,Q) = /P(t)Q(t)’ / mdt est un produit scalaire

-1
sur F,,.

2. Soit ¢ définie sur E,, par ¥(P) = (X2 —1)P" 4+ (2X + 1)P’ ot P’ et P" désignent les deux premiers
polynémes dérivés du polynéme P.
(a) Montrer que ¥ est un endomorphisme de E,.
(b) 9 est-il bijectif ?
(c) Montrer que v est diagonalisable.

1
3. (a) Montrer que pour tous P et Q de E,, : (¢(P),Q) = /(1 —)32(1 + )Y2P' (1) Q' (¢) dt.
e

(b) Retrouver ainsi le fait que v est diagonalisable.

(xx) Exercice 11  Soit n € N*. On considére 'espace euclidien R” muni de son produit scalaire canonique
(,) et de sa norme associée |.||. Soit f un endomorphisme autoadjoint de R™.
On pose p = max{|A|, A € Sp(f)}. Montrer que p = || f]lop-

(xx) Exercice 12 Pour n € N, on note R, [X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a n. Soit f, I'application définie sur R, [X] par :
(X? - 1)

VP € Ry[X], fulP)(X) = T —LP"(X) + XP'(X) - P(X)



1. Montrer que f, est un endomorphisme de R, [X].
2. On suppose dans cette question que n = 3.

(a) Déterminer la matrice M3 de f3 dans la base canonique de R3[X].

(b) Déterminer une base de ker f3 et une base de Im f3. Ces espaces sont-ils supplémentaires dans
Rs[X]?
(c¢) La matrice M3 est-elle diagonalisable ?

3. Pour tout (P, Q) € (R,,[X])?, on pose (P, Q) = _jli P(t)Q(t) dt.

(a) Vérifier que 'on définit ainsi un produit scalaire sur R, [X].
(b) Montrer que : V(P, Q) € (R,[X])?, (fn(P),Q) = (P, f»(Q)). Quen déduit-on ?
4. On continue avec le produit scalaire de la question précédente. Si k € [0,n] et P € R,[X], on note
pr(P) la projection orthogonale de P sur Ry[X].
Soit (Tp, T, ..., Ty) la famille définie par : Ty = 1 et pour tout k € [1,n], T, = X* — pp_1(XF).
(a) Montrer que (Tp,T1,...,T,) est une base orthogonale de R,,[X].
(b) Montrer que pour tout k € [0,n], T) est vecteur propre de f,, et préciser la valeur propre associée.

(x) Exercice 13  Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme de F tel que pour tout vecteur z
de B, (f(x),7) = 0.

1. Montrer que pour tous z et y de E, (f(x),y) = —(z, f(y)).

2. Montrer que ker f = (Im f)l

3. Montrer que si A € R est valeur propre de f, alors A = 0. f est-il diagonalisable ?
4. Montrer que la matrice de f dans toute base orthonormée de E est antisymétrique.
5. Soit u un automorphisme autoadjoint de F tel que fou=wuo f.

(a) Montrer que Va € E, (f(x),u(x)) = 0.
(b) En déduire que f + w est un automorphisme de E.

(»x) Exercice 14 Soit E un espace euclidien de dimension n > 1 muni d’un produit scalaire (, ).
On dit qu’un endomorphisme o est antisymétrique si : ¥(x,y) € E2, (p(z),y) = —(x, o(y)).
Dans tout I'exercice, on considére un endomorphisme ¢ de F antisymétrique.

1. Etablir les propriétés suivantes :
(a) Pour tout z de E, on a (x,p(z)) = 0.
(b) Im ¢ = (ker ¢)* .
(c) Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que si F est stable par ¢, alors F' © est stable par
®.
(d) ker ¢ = ker(p?).
(e) Le spectre de ¢ est soit vide soit réduit & {0}.
2. Montrer que toutes les valeurs propres de ? sont négatives ou nulles.
3. Soit :
e I un sous-espace vectoriel de E' de dimension p > 2, p pair;
e « un réel strictement positif;

2

« u un endomorphisme antisymétrique de F tel que u?> = —a?Idp, ou Idr est ’endomorphisme

identité de F'.
(a) On suppose que p = 2. Etablir 'existence d’une base orthonormale de F' dans laquelle la matrice

A, de u est donnée par A, = (O —04>'
a 0



(b) A Plaide d’un raisonnement par récurrence sur p, montrer qu’il existe une base de F' dans laquelle

Ao (0)

la matrice B, de u est donnée par B, = (0) Aa
) - (0)
(0) Aq

(x) Exercice 15 E = R3. On considére f endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique
de R3 est A (resp. B, C).

1 1 2 2 ! 1 V2 1 4 -8 4 1
Azg 2 1 -2 B==1v2 0 =2 C:§ 4 7 4
2 -2 1 1 V2 1 1 4 -8

1. Expliquer pourquoi il existe une base orthonormée de R? dans laquelle la matrice de f est de I'une
des formes suivantes :

1 0 0 1 0 0 +1 0 0
+13, 0o -1 0], 01 0], 0 cosf —sinf | avec 6 # 0[n]
0o 0 -1 00 -1 0 sinf cosf

2. Préciser si f correspond a : une rotation autour d’un axe (préciser lequel), une réflexion (préciser le
plan invariant), ou la composée d’une rotation et d’une réflexion.

(x) Exercice 16 Déterminer les matrices de O, (R) qui sont diagonalisables sur R.

(x) Exercice 17  Soit A € My(R). On considére S = J(A+ A" ) et a et /3 les plus petite et plus grande
valeurs propres de S.

1. Pour X € M,,1(R), montrer que X' SX = X" AX.
2. En déduire que o X' X < XTAX < X T X.
3. Montrer que Sp(A) C [a, S3].

(»*) Exercice 18 Soient v1,...,v, des vecteurs d'un espace euclidien E. On note G la matrice de
coefficients g; ; = (vs,v;).

1. Montrer que G € S (R).
2. Montrer que G € S; 1 (R) si, et seulement si, G est inversible.

3. Montrer que G est inversible si, et seulement si, la famille (vq, ..., v,) est libre.

(x*x) Exercice 19 E =R, [X] pour n € N.

1. Montrer 'existence et I'unicité d’un polynéme A de E tel que
1
pour tout P de E, P(0) = /A(t)P(t) dt
0

2. Montrer que A est de degré égal a n.

(x) Exercice 20 Montrer que toutes les matrices de O, (R) sont diagonalisables sur C.

(x) Exercice 21  Déterminer les isométries d'un espace euclidien qui sont aussi des endomorphismes
autoadjoints.




(xx) Exercice 22  Soit ¢ une forme linéaire sur M,,(R). Montrer qu’il existe une unique matrice
A € M, (R) telle que :
VM € Mu(R), (M) =Tr(AM)

(x) Exercice 23  Soit E un espace euclidien et u € Z(E). Montrer que ker(u* o u) = keru et
Im(u* ou) = Imu*.

(x*x) Exercice 24 Soient f et g des endomorphismes d’un espace euclidien E tels que f*o f = g*og.
1. Montrer que ker f = kerg.

2. Montrer qu’il existe u € O(F) tel que g = u o f. Indication : considérer (f(wy),..., f(w,)) une base
orthonormée de Im f et montrer que (g(wi), ..., g(w,)) est une famille orthonormée de E.

(»x) Exercice 25 Soit p € L(E) un projecteur d’'un espace euclidien E.
Montrer que p est une projection orthogonale si, et seulement si, pour tout = de E, ||p(z)|| < |||
Indication : considérer les vecteurs x + ty avec y € kerp et € Imp.

S

() Exercice 26 Soit A = (Z ;

) € S2(R). Montrer que : A € S; T(R) < (r >0 et 7t — 5% > 0).

(**) Exercice 27 Soient u et v des isométries vectorielles d’'un espace euclidien de dimension supérieure
ou égale & 1, et t €]0,1[ tel que (1 — t)u + tv € O(E). Montrer que u = v.

(x+) Exercice 28  Soit M € M, (R) telle que MM M = I,,. Montrer que M est inversible et symétrique,
puis que M = I,,.

(xxx) Exercice 29 Soit A € §;F(R). On va montrer qu’il existe une unique matrice B € S,/ (R) telle que
B? = A.

1. Montrer I’existence d’une telle matrice B.
2. Soit B € S(R) telle que B2 = A. Etablir que, pour tout A € R,

ker(B — VAIL,) = ker(A — \I,)

3. Justifier I'unicité de B.

(**) Exercice 30 Soit f € Z(F) ou E est un espace euclidien. Montrer que || f*|lop = || f]lop-

(x) Exercice 31 Soit f € Z(F) ou E est un espace euclidien. On suppose que Im f C ker f. Montrer
que ker(f + f*) = ker f N ker f*.

(x) Exercice 32  On munit M, (R) du produit scalaire usuel (Ni, N3) = Tr(N; " Ny). Soit A une matrice
de M, (R). Déterminer I’adjoint de f : M — AM.

() Exercice 33 Soit f € Z(E) ot F est un espace euclidien. Etablir la liste de propriétés suivantes :

1. Tr(f) = Tr(f*) 4. Sp(f) =Sp(f*)
2. det(f) = det(f*) 5. pour tout A € Sp(f), dim E)\(f) = dim Ey(f*).
3. Xf = Xf*




Banque épreuve orale CCINP I

Algebre : 63, 66, 78.

Deux sujets de concours pour vous entrainer.

(xx) Exercice 34 (type CCINP)
Préliminaire : (facultatif) Montrer que ¢ : (A, B) — Tr(AT B) est un produit scalaire sur M,,(R).

On note N la norme associée a ce produit scalaire. Soient A, B € M, (R). Le but de I'exercice est de
prouver que N est sous-multiplicative :

1.

N(AB) < N(A)N(B)
Justifier l'existence de P € M, (R) et D € M, (R) telles que :
PT(ATAP=D

ou P est une matrice orthogonale et D une matrice diagonale.
On notera par la suite \; le coefficient d;; de la matrice D = (d; ;)1<ij<n-

. Soit A une valeur propre de AT A et X un vecteur propre associé.

En calculant X" AT AX de deux maniéres différentes, montrer que A > 0.

. On pose S = P" (BB )P = (s;;)1<i j<n. Montrer que

[N(A)? =Te(D), [N(B)? =Tx(S), [N(AB)]=Ti(SD)

n
. Montrer que : Tr(SD) = Z NiSii -
i=1

On note Ej; le i-ieme vecteur de la base canonique de M,, 1(R), espace des matrices a n lignes et une
colonne, a coefficients réels. Montrer que :

E;" SE; = ||B" PE;|?

otl ||.|| désigne la norme euclidienne canonique de M, 1(R), puis calculer F;' SE; en fonction des
coeflicients de S.

Qu’en déduit-on, pour 7 entier compris entre 1 et n, sur le signe de s;; ?

. Montrer que : z”: Aisii < (i: )\Z) (Zn: Szz)
i=1 i=1 i=1

puis conclure que : N(AB) < N(A)N(B).

(xx) Exercice 35 (e3a 2024)
Soient n € N* et A € M, (R) tel que AT =342~ A—1, oit AT désigne la matrice transposée de la matrice

A.

o

ook W

. Démontrer que la matrice B = 343 — A% — A est symétrique réelle.

Montrer que les valeurs propres de B sont réelles, positives ou nulles.
On pourra étudier le signe de Y T BY pour un vecteur Y de R™.

2
Montrer que 'ona : A =3 (AT) — AT —1,.

En déduire que le polynéme P(X) = (3X? — X — 1)2 — X? est annulateur de la matrice A.
Déterminer un polynéme unitaire annulateur de A'.
Factoriser P en un produit de polynémes irréductibles dans R[X].

La matrice A est-elle inversible 7



8. Etablir que la matrice A est diagonalisable et préciser ses valeurs propres possibles.

9. Soit A une valeur propre de A et V un vecteur propre associé. Montrer que V' est aussi vecteur propre
de AT,

10. On note a; = 1, ag, a3, g les racines du polynéme P.
On appelle . = (L1, Lo, L3, Ly) la famille des polynémes de Lagrange associés a cette famille de
scalaires, c’est-a-dire les polyndmes (Li)ie[[l,zl}] de R3[X], espace vectoriel des polyndmes de degré
inférieur ou égal a 3 a coeflicients réels, tels que :

0 sij=i

1 sinon (symbole de Kronecker).

V(i,§) € [1,4*, Li(aj) =0d;; oud;; = {

(a) Déterminer L; sous forme d’un produit de polynomes irréductibles de R[X].
(b) Vérifier que .Z est une base de R3[X].
(c) Soit R € R3[X]. Déterminer les coordonnées du polynéme R dans la base .Z.

11. Etude des puissances de A
(a) Soit k € N*.

i. Exprimer le reste de la division euclidienne de X* par le polynéme P dans la base ..

ii. En déduire une expression de A*.

(b) Démontrer que la suite (Ak)k N COmverge vers une matrice de projection.
e *

Exprimer cette matrice a l'aide de la matrice A et des (Li);cp 4-




