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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raison-
nements entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies. Les candidats sont invités a
encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun docu-
ment : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice 1

Dans tout 'exercice, I désigne l'intervalle [0,4+o00[ et €' (I,R) est le R—espace vectoriel des applications
continues de I vers R.
On note E le R—espace vectoriel constitué des éléments f de €(I,R) tels que f? est intégrable sur I,

+00 9
c’est-a-dire tels que [ [f(t)]” dt converge.
0

Questions préliminaires

1. Prouver que pour tous réels a et b, ab < % (a2 + bZ).

2. Montrer que le produit de deux éléments de F est une application intégrable sur I.
“+00

3. Soit ¢ I'application qui au couple (f,g) € E? associe le réel : o(f,g) = [ f(t)g(t) dt.
0

Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur E que l'on notera par la suite ( | ).

Partie 1

+o00
Soit h élément de €' (I,R), tel que l'intégrale [ h(t) dt converge.
0
n+1
4. Pour tout n € N, on pose J, = [ h(t)dt.
n

Prouver que : lim J, =0.
n—-+00

z : ) : bl : N : 1 — 1 —
5. En déduire 'existence d’une suite (an)nEN € I" telle que : ngrfoo ap = +o0 et ngrfooh(an) = 0.

Indication : on pourra appliquer le théoréme des bornes atteintes a |h| sur [n,n + 1].

Partie 2
+o0
Soit F I'ensemble des applications f de I dans R de classe % sur I, telles que les intégrales [ 2 [f(¢)]* dt
0
+o0
et [ [f/(t)]* dt convergent. Soit f € F.
0
+0o0 9 +00
6. Montrer que les intégrales [ [f(¢t)]" dt et [ tf(t)f'(t) dt convergent.
0 0

. +oo +oo 9
7. Etablir Pégalité : [ tf(6)f/(t)dt = —5 [ [f(1)]° dt.
0 0

On pourra, par exemple, utiliser un résultat de la partie 1.



8.

9.

Démontrer

+oo 2 +oo +oo
( | oy dt) <4( [ el dt) ( / [f’(t)fdt) ()

0 0
Déterminer toutes les applications f € F pour lesquelles il y a égalité dans I'inégalité (x).

Exercice 2

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 3. On note dans tout 'exercice : E = C,,_1[X], et A et B les

deux polynoémes

W N =

A=X"—-1 e B=X"-X
Questions préliminaires

Enoncer le théoréme de division euclidienne pour les polynomes.
Déterminer, en posant la division, le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B.
Déterminer le PGCD des polynémes A et B.

4. Décomposer les deux polynémes A et B en produits de facteurs irréductibles dans C[X].
Les n racines distinctes de B seront notées z1, zo,...,2n_1 €t z, avec z, = 0.
Kook ok K

On considere I'application f qui a tout polynéme P de E, associe le reste de la division euclidienne du
produit AP par B.

© ® N ;

10.
11.
12.
13.
14.

Prouver que f est un endomorphisme de E.

Soit k € [0, — 2]. En posant la division euclidienne, montrer que f(X*) = X*+1 — x*,
De la méme facon, déterminer f(X"1).

En déduire la matrice M de f dans la base canonique B = (1, X,..., X" 1) de E.
Calculer la trace de M.

Etude du noyau et de I'image de f
Justifier que le rang de M est égal a n — 1.

Déterminer une base de Im f.
Déterminer une base de ker f.
Justifier que Im f = {(X — 1)P, P € C,,_2[X]}.

Montrer que ker f et Im f sont supplémentaires dans F.

Eléments propres

Soit j € [1,n]. On note P; le polynéme de E défini par

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

P=-t = I X-=) et Ri=f(py

AT keinl, ket

Vérifier que Pj(z;) # 0.

Montrer que les racines de P; sont racines de R;.

En déduire qu’il existe un scalaire \; tel que R; = A\;P;. Que peut-on alors dire du polynoéme P; ?
Montrer que 'on a : A(zj) = ;.

En déduire I'expression de A; a 'aide de z;. On précisera la valeur de Ay,.

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Retrouver la valeur de la trace de 'endomorphisme f.

Déterminer le polynome caractéristique x; de I'endomorphisme f sous forme factorisée, puis déve-
loppée.

En déduire le déterminant de ’endomorphisme induit par f sur Im f.




Notations

— La suite complexe de terme général o, est notée (ay,)nen ou () ou plus simplement a.

— La série de terme général u,, est notée > u,.

Partie I

Dans cette partie, on note Ssc ensemble des suites u € CN telles que 3 u, converge absolument. On
admet que Sa¢ est un C-espace vectoriel.

1. (a) Soit w une suite a termes strictement positifs tel que Y u, converge. Montrer qu’il existe une
suite « de réels positifs, tendant vers +o0o en croissant, telle que la série > au,u, converge.
On pourra utiliser la suite « définie par :

1
B \/Rn—l"‘ VRn

ou R, est le reste de rang n de la série > u,,.

Vn e N*, a, et og =0

(b) Soit u une suite a termes strictement positifs tel que " u,, diverge. Montrer de fagon analogue,
en considérant la suite o définie par :

1
B \/Sn—l‘i‘\/g

ou 5, est la somme partielle de rang n de la série > u,, qu’il existe une suite « de réels positifs,
tendant vers 0 en décroissant, telle que la série > ayu, diverge.

Vn e N*, ay, et ag =0

2. Normes sur Suc.

(a) Soit « une suite strictement positive et majorée. Montrer que I’application N, définie par

+oo
Vu € Sac, Nao(u) = Z Q| Un |
n=0

est bien définie et que c’est une norme sur Sc.

(b) Soit « une suite strictement positive et majorée. Pour p € N, on note 7 la suite dont tous les
termes sont nuls sauf celui de rang p qui vaut 1, c’est-a-dire

0 sin
VneN, o = { in#p
1 sin=p
Que vaut N, (6P)?
(c) Dans cette question uniquement, on suppose que

1 1
VneN, a,=— e VneN, g,=—
AL n!

Les normes N, et Ng sont-elles équivalentes sur Syc ?

(d) Soient v et § deux suites strictement positives et majorées. Donner une condition nécessaire et
suffisante pour que N, et Ng soient équivalentes.

Partie 11
+0o0
Dans cette partie, on considére une suite u € CN telle que 3 u, converge et on note R, = Z U
k=n+1

3. Dans cette question uniquement, on se donne g € C tel que |¢| < 1 et on suppose que u, = ¢" pour
tout n € N.



(a) Déterminer R,, pour n € N.

+00
(b) Montrer que la série > R,, converge et calculer Y R,.

n=0

1
4. Dans cette question uniquement, on se donne « > 1 et on suppose que u,, = — pour tout n € N*.
n

(a) Montrer que
1 1 a—1
(= 1)1 — a1~ T lorsque n — 400

(b) En déduire un équivalent de R,, lorsque n tend vers +oo.
(c) Pour quelles valeurs de «, la série Y R,, converge-t-elle ?
(d) Montrer que dans ce cas,

+oo +00 1
Z Ry = Z a—1
n=0 n=1 n

n
5. Dans cette question uniquement, on se donne a € R et on suppose que u, = — pour tout n € N.
n!

+o00o
(a) Que vaut Y uy,? On ne demande pas de justification.
n=0

(b) Justifier la série > R,, converge et calculer sa somme.
6. Dans cette question, on suppose seulement u positive.

(a) Montrer que pour tout n € N*,
n—1 n
Y Ri=nRn+ > ku
k=0 k=1

(b) On suppose que la série Y R,, converge. Montrer que la série ) nu,, converge puis que la suite
(nR,,) converge vers 0.

Partie 111

Soit n € N*. Pour A € M,,(C), on pose N(A) = max |4;;|. On admet que N est une norme sur M, (C).

1<i,g<n

On note I la matrice identité de M,,(C).
7. (a) Montrer que pour (4, B) € M,,(C)?, N(AB) < nN(A)N(B).
(b) En déduire que pour tout p € N*, N(AP) < nP~IN(A)P.

AP X Ar
(c) Montrer que la série Z — converge. On pose alors exp(A) = Z —-
peN £ p=0 p:
8. Dans cette question, on suppose n = 3 et on pose
1 -2 =2
A=|-1 2 -1
1 1 4
(a) Déterminer deux réels a et b tels que A% = aA + bl.
(b) Déterminer deux suites a et (3 telles que
VpeN, AP =oa,A+ 5,1
(c) Déterminer deux réels A et p tels que exp(A) = AA + pl.
+oo Ak +00
(d) On pose R, = . ZH T E Montrer que la série ) R, converge et calculer Zo R, sous la forme
= ! p=

cA -+ dI ou c et d sont deux réels.




