Probabilités et lois de variables aléatoires discrétes

Les attentes

1. Connaitre toutes les reégles de calculs des probabilités : union (o-
additivité), intersection finie (en cas d’indépendance), passage au
complémentaire, théoréme de continuité monotone.

2. Propriété de sous-additivité.
3. Formules : probabilités totales, probabilités composées.

4. Quand est-ce que des nombres (p, )nen représentent une distribution
de probabilités ?

5. Savoir déterminer la loi (dite marginale) de X lorsqu’on connait la
loi du couple (X,Y).

6. Théoreme de transfert d’indépendance.

7. Maitriser les lois usuelles. Notamment, savoir repérer et rédiger
impeccablement le modéle binomial, le modele géométrique.

2 1. Savoir définir la notion de tribu. Savoir alors montrer que X est une
variable aléatoire sur (€2, 7).

2. Lemme des coalitions.

1 Espace probabilisable

1.1 expérience aléatoire et univers

Une expérience aléatoire est une expérience qui ne dépend que du hasard (lancer d’un dé, méme pipé;
tirage au sort...).
L’ensemble 2 des résultats, ou issues, possibles de ’expérience, est appelé univers.

Pour chacun des exemples suivants, donnons ’ensemble 2 des résultats possibles :

1. On lance une piéce de monnaie : {2 =

2. On lance deux fois successives un dé a 6 faces : ) =

3. On lance une piece jusqu’a ce que ’on obtienne Pile : 2 =

4. Un joueur effectue une succession infinie de lancers d’une piéce de monnaie : 2 =

5. On suit une molécule dans une enceinte gazeuse d’un centimetre cube; au bout de 15 secondes, on
note sa position (ses coordonnées).
0 =
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Un événement est une partie de . Il y a en particulier I’événement impossible (), I'événement certain €2,
les événements élémentaires constitués d’un singleton {z}, x € Q.
Des événements sont incompatibles lorsqu’ils ne peuvent pas étre réalisés simultanément : A N B = ().

Langage probabiliste Langage ensembliste | exemple : un lancer d’un dé
« frangais » « mathématiques »
ensemble des résultats possibles Q
événement sous-ensemble de 2 | obtenir un nombre pair :
FE1 ou Es est réalisé EiUE, obtenir 1 ou 3 est
les deux événements F; et Fy sont réalisés EiNEs
événement contraire E,
FE) est réalisé, mais pas Fo Ei—Ey,=E NE,
au moins 'un des événements est réalisé union {J F;
el
tous les événements sont réalisés intersection (N E;
el
« lorsque FE4 est réalisé, alors Fo l'est Ey C Ey st on obtient 1, a fortiori on
aussi » obtient un nombre impair :

1.2 cas d’un univers fini

Ici Q = {w1,wa, ...w, } est fini.
o Une probabilité sur l'espace (£2, P(€2)) est une application P : P(2) — [0, 1] vérifiant :
— P(Q)=1
— pour A et B € P() tels que ANB =10, ona P(AUB) = P(A) + P(B).

Le triplet (2, P(Q2), P) est appelé espace probabilisé fini.

e Soient p1, pa,...p, des réels.
Il existe une probabilité P sur (£, P(Q2)) vérifiant Vi € [1,n], P({wi}) = pi si, et seulement si, les
réels p; sont positifs et de somme 1. Dans ce cas, la probabilité d'un événement A se calcule par

P(A) =Y P{wi})= > »i

w; €A iw; €A
Par exemple, dans un lancer de dé,

P({obtenir un nombre pair}) = P({2}) + P({4}) + P({6})
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o L’espace probabilisable (2, P(€2)) est muni de la probabilité uniforme ou équiprobabilité si tous les
événements élémentaires ont méme probabilité :

1
P({w;}) = - pour tout i € [1,n]

On calcule dans ce cas la probabilité d'un événement A € P(Q2) par :

nombre de cas favorables a A Card(A)

P(A) = =
(4) nombre de cas possibles Card(Q)

1.3 notion de tribu

Un peu de culture générale :

Les travaux de Kolmogorov (années 1930) en théorie des probabilités 'ont amené & chercher les conditions
requises sur l’ensemble A des événements liés a l'expérience aléatoire pour qu’on puisse y définir une application
probabilité (satisfaisant aux propriétés intuitives d’une probabilité, notamment I'idée d’additivité). Un point délicat
de la théorie des probabilités est qu’on ne considere pas toujours toutes les parties de ) comme des événements :
dans certains cas A C P(Q2) mais A # P(Q).

Considérons ’exemple de la position aléatoire x d’une particule dans 'intervalle Q = [0, 1]. Il serait naturel de
définir P(« = appartient & |a;b[ ») = b — a et plus généralement, pour A partie de Q, P([z € A]) = longueur(A).
Toutefois, il existe des parties de [0,1] dont on ne parvient pas & donner une définition de longueur (qu’on ne
parvient pas & « mesurer »)... Ainsi, on dit se limiter & définir les probabilités non pas sur P(2) entier, mais sur
un sous-ensemble restreint (tribu A) vérifiant certaines propriétés algébriques de stabilité...

Quelles sont les conditions requises pour A7

On va demander de pouvoir effectuer sur les événements de A les opérations d'union (le ou en francais), d’intersec-
tion (le et du francais), de passage au complémentaire (pour pouvoir considérer les événements contraires) autant
de fois dénombrables qu’on le désire en restant dans le méme ensemble d’événements A.

—[ Définition 1 }

On appelle tribu sur € tout sous-ensemble A de P(Q2) vérifiant :

—  appartient & A
— A est stable par passage au complémentaire : si A € A, alors A € A

— A est stable par union dénombrable :

si (An)nen est une suite d’événements de A, alors |J A, appartient a A.
neN

Un ensemble d’une tribu est appelé événement.
On appelle espace probabilisable associé a une expérience aléatoire la donnée de I’ensemble des
résultats possibles Q et d’une tribu A d’événements.

L’ensemble {(), 2} est une tribu de Q. Elle n’est pas intéressante car elle ne permet de considérer que
I’événement impossible et ’événement certain.

L’ensemble P(2) des parties de € est une tribu de Q. Elle n’est pas toujours intéressante, car dans
certains cadres, elle est un peu trop grosse et il est impossible de définir une probabilité sur cette tribu.
Néanmoins, si  est fini ou dénombrable, P(£2) est une tribu.
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,_‘ Propriété 1 l .

Soit A une tribu. On a les propriétés :
— A contient ()
— A est stable par union finie : si A1, As,...A, sont dans A, alors A7 U A3 U...U A,, appartient
aA
— A est stable par intersection finie : si A;, As,...A, sont dans A, alors A1 N AN ..NA,
appartient a A

— soit (A;);en est une famille d’événements de A, alors (| A; appartient a A.
€N

—[ Définition 2 }

Soit (£2,.4) un espace probabilisable. On appelle systéme complet d’événements, toute famille, finie
ou infinie dénombrable, (A4;);cs telle que :

— les A; sont des événements : A; € A
— les A; sont deux a deux incompatibles : A; N A; = () pour i # j

— T'union des A; est Q : Q = |J A;.
i€l

Exercice 1 : On effectue n lancers d’un dé. On note Sy I’événement « on obtient 6 au k-ieme lancer ».
Ecrire avec des événements de type Sk les événements :

e A « on n’obtient que des 6 »
e B « on n’obtient jamais 6 »
e C « on obtient 6 pour la premiere fois au n-ieme lancer »

e D « on obtient exactement une fois un 6 »

Exercice 2 : Ecrire a I’aide d’unions, intersections, complémentaires et des événements A, B, C, A1, Ao, ...
les événements suivants :

1. L’un au moins des événements A, B, C est réalisé.

L’un et 'un seulement des événements A, B, C est réalisé.
A et B se réalisent mais pas C.

Tous les événements A,, sont réalisés a partir du rang 10.

Seul un nombre fini d’événements A,, n > 1, se réalise.

A T o

Il y a une infinité des événements A,, n > 1, qui se réalisent.

2 Application probabilité sur un espace probabilisable

Soit (£2,.4) un espace probabilisable.
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—[ Définition 3 }
On appelle probabilité toute application P : A — [0, 1] vérifiant :
— P(Q)=1

— P est o—additive, c’est-a-dire que si (A, )nen est une suite d’événements 2 a 2 incompatibles,

alors : P( U Ap) = Z P(Ay)
n=0 n=0

L’espace probabilisable (£2,.A) muni d’une probabilité P est appelé espace probabilisé.

En prenant A, = () pour tout n, on obtient P(()) = io: P(0) puis P(0) =0.

La o-additivité nous donne, en prenant Ay = () pou: 7€0> N, la propriété d’additivité :

pour Ay, Ag, ..., Ay deux a deux incompatibles, P(A; U A2 U...U Ax) = P(A1) + P(A2) + ... + P(AN)
On retrouve en particulier, pour A et B événements incompatibles, P(AU B) = P(A) + P(B).

,_| Propriété 2 !

On a les propriétés élémentaires :

1. P(A)=1-P(A4)

2.8iAcCB, PB\A) =PB)-P(A

3. Si AC B, P(A) < P(B). Cette propriété s’appelle la croissance de P.
4. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

—[ Théoréme 1 — théoréme de continuité monotone }

o Soit (A,,)nen une suite croissante d’événements, c’est-a-dire telle que A,, C A, ;1. Alors :

JUBEENE

o Soit (A, )nen une suite décroissante d’événements, c’est-a-dire telle que A,4; C A,,. Alors :

P (ﬂ An> = ngrfoo P(A,)
n=0

—[ Corollaire 1 — © }

Pour toute suite (A,,) d’événements,

g <nL:Jo An) - ”ETOO g (kL:Jo Ak) o r <nDO An) - ”ETOO g (kDO Ak)

Exercice 3 : On effectue une succession infinie de lancers d’une piece équilibrée. On admet qu’il existe une
tribu A C P(Q) et une probabilité P sur (£2,.4) qui coincide avec la probabilité uniforme sur I'univers
correspondant aux n premiers lancers, pour tout n.

A, désigne I’événement « les n premiers lancers donnent tous Face ».

1. Soit n € N*. Calculer la probabilité de A,,.
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2. Soit A I’événement « on obtient toujours face ». Calculer sa probabilité.

Exercice 4 : On lance indéfiniment une piece donnant Pile avec probabilité p €]0; 1] et Face avec probabilité
g =1 —p. On note Sy ’événement « on obtient Pile pour la premiére fois au k¢ lancer ».

1. Calculer la probabilité de I’événement A « on obtient au moins une fois Pile » en utilisant les
événements Si.

2. Soit B I’événement « on obtient Pile pour la premiere fois au bout d’un nombre pair de lancers ».

Montrer que P(B) = 1.

,_[ Propriété 3 — sous-additivité de P }

e P(AJUAYU---UA,) < P(A1)+ P(A2) + -+ P(Ay).

—+00 —+00
k=0 k=0

On peut donner un sens a l'inégalité précédente méme si la série Y P(Ay) diverge, puisqu’étant a termes
k

positifs, si la série diverge, sa somme est +o0.
Plus généralement, pour (4;);c; famille au plus dénombrable d’événements, on a :

P (U Ai> <D P(A) < +oo

i€l i€l

—[ Définition 4 }

On appelle systéme quasi-complet d’événements toute famille au plus dénombrable (A;);c; d’évé-

nements deux a deux incompatibles tels que P (U Ai> =1.
i€l

En particulier, un systeme complet d’événements est un systeme quasi-complet d’événements.

,_[ Propriété 4 — formule des probabilités totales ]

Ay
B
A
Pour tout systéme quasi-complet d’événements (A;);cr et B
tout événement B, on a : As
B
P(B)=Y_P(4NB)
icl Ay
B
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—[ Définition 5 }

e Tout événement de probabilité nulle est dit négligeable.

e Tout événement de probabilité 1 est dit presque sir ou presque certain.

,_' Propriété 5 !

o Une réunion au plus dénombrable d’événements négligeables est un événement négligeable.

e Une intersection au plus dénombrable d’événements presque sfirs est un événement presque
stir.

3 Probabilités conditionnelles et indépendance

3.1 trois grandes formules de probabilité

—[ Définition 6 }

Soit (€2,.4, P) un espace probabilisé et A un événement tel que P(A) # 0. On appelle probabilité

P(ANB)
P(A)

conditionnelle sachant A Vapplication P4 définie sur A par : Py(B) = . On peut aussi

noter P4(B) = P(B|A).

,_‘ Propriété 6 !

P4 est une probabilité, autrement dit (2,.4, P4) est un espace probabilisé. Par conséquent, toutes
les propriétés relatives aux espaces probabilisés sont valables pour Pj.

,_[ Propriété 7 — formule des probabilités composées } <

Soient Aj, As,..., A, des événements tels que P(41 N A2N...NA,_1)#0.Ona:

P (m Al) - P(Al) X PAl (AQ) X PA1ﬂA2(A3) X PAlﬂAgﬁAg (A4) X ... X PAlﬂAzﬂ...An_l(An)
=1

Exercice 5 (B.E.O.) : Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 a n et deux
boules noires numérotées 1 et 2.

On effectue le tirage une a une, sans remise, de toutes les boules de 1'urne.

On suppose que tous les tirages sont équiprobables.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiere boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer la loi de Y.
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,_[ Propriété 8 — formule des probabilités totales ] |

Soit J une partie de N et (Bj);cs un systeme complet d’événements de probabilités non nulles.
Alors pour tout événement A, on a :

P(A) =) _ P(Bj)Pg,(A)

jeJ

Cette formule reste vraie pour un systéme quasi-complet d’événements.

\. J

Pour éviter les complications, on convient souvent dans cette formule que P(B;)Pp,(A) = 0si P(B;) =0,
ce qui permet de 'utiliser méme sans savoir que les événements du systéme complet sont de probabilités
non nulles.

Exercice 6 : On veut enquéter sur la proportion (x, inconnue) de personnes qui volent dans les grandes
surfaces. La question est « Avez-vous volé dans un magasin au cours des douze derniers mois? ». On
comprend que la personne interrogée hésite a répondre oui. Afin de mettre en confiance les personnes
sondées pour qu’elles ne mentent pas, on met en ceuvre le protocole suivant.

On appelle question 1 la question précédente, et question 2 la question « Avez-vous pris des vacances
a plus de 100 kilometres de chez vous au cours des douze derniers mois? ». L’enquéteur demande a la
personne interrogée de jouer a Pile ou Face, hors de sa présence, et de répondre a la question 1 si elle
obtient Pile et a la question 2 sinon. La personne interrogée donne seulement sa réponse sans dire a quelle
question elle a répondu.

Une enquéte indépendante montre que le taux de réponses affirmatives a la question 2 est 60%.

A la fin des sondages réalisés, enquéteur obtient un taux de réponses affirmatives (pour les deux ques-
tions) égal & t. Trouver alors la valeur de x apportée par ce sondage.

3.2 événements indépendants

r—[ Définition 7 }

Soit (€2,.4, P) un espace probabilisé. Les événements A et B sont indépendants si

P(AN B) = P(A) x P(B)

Si A est de probabilité non nulle, A et B sont indépendants si, et seulement si, P4(B) = P(B). Autrement
dit, si savoir que A est réalisé n’influence pas le calcul de la probabilité de B.

Dans la pratique, il y a deux types de questions. Il y a des exercices ol I'on doit démontrer que A et
B sont indépendants, en calculant P(A), P(B) et P(AN B) et en regardant si on a 1’égalité voulue
pour l'indépendance. Et il y a d’autres exercices, ou ’on invoque d’emblée une indépendance classique,
garantie en général dans I’énoncé (lancers de piece, tirages avec remise...).
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—[ Définition 8 }

Soit (A;)ier une famille d’événements.

e Les événements sont 2 a 2 indépendants si Vi # 7, les événements A; et A; sont indépendants.

o Les événements sont (mutuellement) indépendants si pour toute partie finie J de I on a :

Pl 4] =1]PAy)

jeJ JjeJ

Exercice 7 : On considere 'expérience aléatoire consistant a lancer deux dés. On munit 'univers de la
probabibilité uniforme. On considére les événements suivants :

A : « le résultat du premier dé est pair »
B : «le résultat du deuxieme dé est pair »
C : « la somme des résultats des deux dés est pair ».

Montrer que les événements A, B et C sont deux a deux indépendants mais pas mutuellement indépen-
dants.

,_' Propriété 9 !

Si A et B sont deux événements indépendants, alors les événements A et B sont indépendants.

—[ Corollaire 2 }

Si (A;)ies est une famille d’événements indépendants, et si pour tout indice i, B; = A; ou A;, alors
(Bi)ier est aussi une famille d’événements indépendants.

Exercice 8 : On considere deux urnes :
Uy contenant ni boules noires et b; boules blanches ;
Us contenant ny boules noires et by boules blanches.
On choisit de manieére équiprobable une urne, et on y effectue deux tirages successifs d’une boule avec
remise.
On note A (respectivement B) I’événement « on tire une boule noire au premier (resp. au second) tirage ».

1. Calculer P(A) et P(B).

2. A quelle condition nécessaire et suffisante sur ny,ng, by, ba, les événements A et B sont-ils indépen-
dants ?

4 Retour sur les espaces probabilisés

— Définition 9

Une distribution de probabilités discréte sur un ensemble €2 est une famille sommable (p,)weq de
réels positifs, de somme 1.
Son support est 'ensemble {w € Q| p, # 0}. Cet ensemble est au plus dénombrable.

Au chapitre Familles sommables, on a vu que le support d’une famille sommable de nombres complexes

était dénombrable, c’est-a-dire que si Y |a;| < +o0, alors {i € I | a; # 0} est au plus dénombrable. Et
el

donc en fait, cela revient a sommer uniquement sur un ensemble dénombrable.
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,_[ Propriété 10 ] |

Soit 2 un ensemble au plus dénombrable. Si (p,)weq est une distribution de probabilités discrete,
il existe une unique probabilité P définie sur (2, P(Q2)) telle que pour tout w € Q, p, = P({w});

elle est définie par :
P (A) = Z Puw
weA

L’espace probabilisé (€2, P(2), P) est appelé espace probabilisé discret.

J

Exercice 9 : Montrer que ((%)n)nGN* est une distribution de probabilité discrete. Donner 'application
probabilité associée. Montrer que pour cette probabilité, il est plus probable d’obtenir un nombre impair
qu’un nombre pair.

5 Variables aléatoires discretes

5.1 généralités

—[ Définition 10 }

Soient (£2,.A4) un espace probabilisable et E un ensemble non vide. On appelle variable aléatoire
discrete toute application X : 0 — E vérifiant :

o X(Q) est au plus dénombrable
e pour tout z € X (), X 1({x}) € A
L’événement X 1({z}) = {w € Q| X(w) = 2} est noté (X = ) ou {X = x}.

Remarques :

— L’appellation variable aléatoire est malheureuse. En effet, X n’est pas une variable, mais une fonc-
tion et celle-ci n’est pas aléatoire, mais parfaitement déterminée. Ce sont les valeurs de X qui varient
selon le résultat de 'expérience aléatoire. Par exemple, X est la variable aléatoire égale au nombre
de fois ou on obtient 6 quand on lance 10 fois un dé.

On lance 10 fois le dé, on obtient 2 six, X (w) = 2 pour ce résultat w.

— Lorsque € est dénombrable et que A = P(£), toute fonction de €2 dans E est une variable aléatoire,
il n’y a rien a vérifier de plus.

— Lorsque E = R, on parle de variable aléatoire réelle discréte.
— Lorsque X (£2) est un ensemble fini, on parle de variable aléatoire finie.

— Une fonction constante sur € est une variable aléatoire finie. En effet, il existe a tel que X (Q2) = {a}.

Ona (X =a)=0¢c A

,_[ Propriété 11 } |

Soit X une variable aléatoire discréte sur (€2,.4) et a valeurs dans E.
Pour toute partie A de F, ’ensemble :

(XeAl=(XcA)={wecA| X(w)ec A =X"14A)

est un événement.

Dans la pratique, on ne revient pas aux w.
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Par exemple, si on lance une piece et que X est le temps d’attente du premier face, alors

(X >5) =

Autre exemple. On lance trois fois un dé. X est la somme des numéros obtenus. On a

(X<2) =
(x=3) =
(X=18) =
(X =17) =

,_[ Propriété 12 }

Soit X une variable aléatoire discréte. La famille {(X = x)},c x () est un systéme complet d’évé-
nements, appelé systeme complet d’événements associé a X .

5.2 loi de probabilité

,_[ Définition - propriété 1 — loi de X ]

Soit X une variable aléatoire discréte sur l’espace probabilisé (€2, .A, P). La loi de X est :

P .(P(X(Q)) — [0,1] )
X\ A — P(X € A)

Px est une probabilité sur (X (Q), P(X(2))).

Il s’ensuit que
P(XeA)=> P(X=nx)
€A

et donc que la loi de X est déterminée par la distribution de probabilité discrete
(P(X = 2))sex(@)-

Réciproquement, la propriété suivante montre que toute probabilité discrete sur un ensemble peut étre
considérée comme la loi d’une variable aléatoire discrete. C’est une propriété importante pour introduire
de nouvelles lois théoriques.

,_[ Propriété 13 — existence d’une variable aléatoire de distribution de probabilités donnée ]—

Soit (pg)zer une distribution de probabilités définie sur un ensemble E au plus dénombrable.
Il existe un espace probabilisé (2, A, P) et une variable aléatoire discrete X de loi donnée par

(Pz)zeE-

— Si une variable X suit une certaine loi de probabilité £, on note X ~ L.
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— Deux variables X et Y ont méme loi, et on note X ~ Y, si Py = Py, c’est-a-dire si X(Q2) =Y (Q)
et pour tout z € X(2), P(X =z) = P(Y =x).
Dire que X ~ Y ne présuppose pas que les variables X et Y sont définies sur le méme univers, ni donc
que X =Y. Par exemple :
e Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Rademacher, c’est-a-dire que

P(le):P(X:—l):%

Ona X~ —-X.

e Dans n lancers d’une piece équilibrée, le nombre X de piles obtenus et le nombre Y de faces obte-
nues suivent la méme loi mais ne sont pas égales.

—[ Définition 11 — loi conditionnelle sachant un événement }

Soit A un événement de probabilité non nulle et X une variable aléatoire discrete.
La loi conditionnelle de X sachant A est la loi de X dans I’espace probabilisé (2,4, P4). Elle est
donc déterminée par des probabilités P4(X = z) pour z € X(2).

5.3 transformée d’une variable aléatoire
,_[ Définition - propriété 2 ]

Pour X variable aléatoire discrete et f une application définie sur un ensemble contenant X (),
f o X est une variable aléatoire discréte, notée f(X).
Si X ~ Y, alors f(X) ~ f(Y).

6 Lois usuelles

6.1 loi certaine
—[ Définition 12 }

On dit que la variable aléatoire X suit la loi certaine ou qu’elle est presque stirement constante s’il
existe a € E tel que P(X =a) = 1.

6.2 loi uniforme
,_[ Définition - propriété 3 }

On dit que la variable aléatoire X suit une loi uniforme sur un ensemble fini FE si :

1
X(Q) = E et pour tout z € F, P(X =x) =
( ) p Y ( ) Cal"d E

Pour X ~ U([1,n]), X(Q) =[L,n] et Vke X(Q), P(X =k)=1.

- Une simulation en Python
Situation type : une urne contient n boules nu- om
mérotées de 1 a n. On en prend une au hasard L L [
et on note X le numéro tiré. ooz 2 |X = rd.randint (1,n+1)
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6.3 loi de Bernoulli
,_[ Définition - propriété 4 }

On dit que la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de paramétre p € [0,1] si :

X(Q)={0,1} etP(X=1)=p

On note X ~ b(p) ou X ~ B(1,p).

Une simulation en Python :

Situation type

On tire une boule dans une urne avec n boules noires
et b boules blanches. X est le nombre de boules noires
obtenues en un tirage, X ~ b(p) ou p = et

import numpy.random as rd
if rd.random ()<p:

X=1
else:

X=0

aos W N =

—{ Définition 13 }

Pour A événement, la variable aléatoire 1 4, indicatrice de ’événement A :

1 siweAd

0 sinon

Ta(w) = {

suit la loi de Bernoulli de parameétre p = P(A).

6.4 loi binomiale
,_[ Définition - propriété 5 }

On dit que X suit une loi binomiale de paramétres n € N* et p € [0,1], et on note X ~ B(n,p),
lorsque :

n

X(Q) = [0,n] et P(X = k) = (k

)pk(l —p)" " pour k € [0,n]

Situation type Une simulation en Python :
On réalise une succession de n épreuves de Bernoulli,
de probabilité de succes p € [0, 1], indépendantes. La

1 |import numpy.random as rd

variable aléatoire égale au nombre de succes obtenus 2 |X = rd.binomial (u,p)
suit une loi binomiale de parametres n et p.
Loi binomiale B(10, 3) Loi binomiale B(10, 1)
0.25 030
0.20 0.25
0.20
= 015 =
z Lo

010

010
0.05 205 |
1 1 | ]
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6.5 loi géométrique

Définition - propriété 6 ]

On dit que X suit une loi géométrique de paramétre p €]0,1[, et on note X ~ G(p), lorsque

X(Q)=Net VkeN, P(X=k)=pl-pr

Loi géométrique G(1/4)

Simulation en Python

1 |import numpy.random as rd
2 |X = rd.geometric (p) 010

005 ‘
0.00 | | |I|!I;|.‘

2 4 6 B 10 12 14
k

P(X

,_[ Propriété 14 — modele du temps d’attente }

On réalise des épreuves de Bernoulli successives indépendantes de probabilité de succes p €]0, 1].
Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’épreuves nécessaires a ’obtention du premier succes.
On a X ~ G(p).

Exercice 10 : Soit X ~ G(p).

1. Montrer que
V(m,n) € N>, Pixsp(X >m+n)=P(X >n)

2. Sil’on pense a X comme a une durée, X ne tient pas compte du passé. On dit que la loi géométrique
est « sans mémoire », « sans vieillissement ». Illustrer ce propos avec des valeurs de n et m bien
choisies dans ’égalité précédente.

6.6 loi de Poisson
,_[ Définition - propriété 7 ]

On dit qu’une variable aléatoire réelle discréte X suit une loi de Poisson de parameétre A > 0, et
on note X ~ P(A), lorsque

N

X(Q)=Netpour ke N, P(X =k)=e o
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Simulation en Python

1 |import numpy.random as rd
2 |X = rd.poisson(a)

Exercice 11 : Loi des événements rares

Loi de Poisson P(3)

0.20

0.00

1. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires discrétes telles que X, suive la loi binomiale B(n, py, ),
ou lim mnp, = A > 0. Montrer que pour tout k € N,

n—-4o0o

lim P(X, =k)=

n—-+0o0o

Aeg=2A
TR

Ainsi, si X suit une loi binomiale avec n grand et p proche de 0, X suit approximativement une loi

de Poisson de parameétre A = np.

2. Expliquer, dans cette optique, pourquoi on peut modéliser par une loi de Poisson :

— le nombre de voitures se présentant a un péage pendant un laps de temps,

— le nombre de clients se présentant dans un magasin.

Loi binomiale approchée par une loi de Poisson

0.200

0175

0150

0125

3]

0.100

P(X

0.075

0.050

0.025

Bin, p)
. a)

0.000

import numpy as np

n = 100
p = 0.04
a = n*p

def facto(k):

return np.math. factorial (k)

def binomiale(k):
coeff = facto(n)/facto(k)/facto(n—k)
return coeff*p**k*(1—p)** (n—k)

def Poisson (k):
return np.exp(—a)*a**k/facto (k)

k = np.arange(0,11)
probas. B = [binomiale (i) for i in k]
probas_ P = [Poisson (i) for i in k]

gl = plt.bar(k, probas_B, width=0.6, color="lightblue )

g2 = plt.bar(k,probas_ P, width=0.1, color="red’)

plt.xlabel (k")
plt.ylabel ("P(X=k) )

plt.title (’Loi,binomiale approchée par une loi de Poisson’)
plt.legend ([gl,g2],[ $\mathcal{B}(n,p)$’, $\mathcal{P}(a)$’])

plt .show ()
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7 Couples et uplets de variables aléatoires

7.1 couples de variables aléatoires discretes

Un couple est une variable aléatoire a valeurs dans un produit. Le produit d’espaces au plus dénombrables
est au plus dénombrable, donc on reste bien dans le cadre de variables aléatoires discretes.

,_[ Définition - propriété 8 }

Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes définies sur un espace probabilisé (2,4, P) et a
valeurs respectivement dans E et F. L’application (X,Y) : Q — E x F est une variable aléatoire
discrete, appelée loi conjointe de X et Y.

Donner la loi du couple (X,Y), c’est donner X (), Y(Q), et les valeurs :

P(X=zY=y)=P(X =x)n(Y =y)) pour tout (z,y) € X(2) x Y ()

— Par la définition-propriété 2, a partir d’un couple de variables aléatoires discretes, on a beaucoup
de variables aléatoires transformées : X + Y, XY, max(X,Y),...

— La famille (X =) N (Y = 9))@y)ex@)xy(Q) est un systéme complet d’événements. On a

> PX=z,Y=y =1
(z,y)eX (2) XY (2)

— Réciproquement, des réels p, , forment les coefficients d'une loi de couple s’ils sont positifs et de
somme 1.

— Dans des exercices simples, on peut utiliser un tableau pour présenter les probabilités de la loi
conjointe.

Par la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements ([Y = y]) ey (),
on peut obtenir la loi (dite loi marginale) de X :

PX=z)= > PX=uzY=y)
yeY (Q)

et de méme, avec le systeme complet d’événements ([X = z]),cx(q), on peut obtenir la loi marginale
de X :

PY=y)= > PX=uzY=y)
zeX(Q)

La réciproque est fausse : avec les lois marginales, on ne peut pas reconstruire la loi conjointe.

Exercice 12 (B.E.O.) : Une secrétaire effectue, une premiere fois, un appel téléphonique vers n cor-
respondants distincts.

On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la pro-
babilité d’obtenir le correspondant demandé est p (p € ]0, 1]).

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n— X correspondants
qu’elle n’a pas pu joindre au cours de la premiere série d’appels. On note Y la variable aléatoire
représentant le nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a) Soit i € [0,n]. Déterminer, pour k € N, Px_(Y = k).
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(b) Prouver que Z = X +Y suit une loi binomiale dont on déterminera le parameétre. Indication :
on pourra utiliser, sans la prouver, 1’égalité suivante :

n—i\(n\ _[(k\(n
k—i)\i) \i)\k
(c) Déterminer I’espérance et la variance de Z.

r—[ Définition 14 }

Soient X, Y deux variables aléatoires discretes définies sur un espace probabilisé (2, A, P) et a
valeurs respectivement dans F et F.

Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si pour toute partie A de E et toute partie B
de F, les événements (X € A) et (Y € B) sont indépendants.

,_[ Propriété 15 — caractérisation de 'indépendance ]

Les variables aléatoires discretes X et Y sont indépendantes si et seulement si

pour tout (z,y) € X(2) xY (), P(X==z,Y=y)=PX=z)PY =y)

Cela peut se reformuler en Pxy) = Px X Py.

Exercice 13 :

1. On lance 100 fois une piéce. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de Face obtenu et Y la
variable aléatoire égale au nombre de Pile obtenu. X et Y sont-elles indépendantes ?

2. On lance indéfiniment une piece. Soit X la variable aléatoire égale au rang du premier Pile obtenu,
Y la variable aléatoire égale au rang du premier Face obtenu et Z la variable aléatoire égale au
rang du deuxieme Pile obtenu. X et Y sont-elles indépendantes 7 X et Z sont-elles indépendantes ?

Exercice 14 : Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi géométrique de
parametre p. Calculer P(X =Y), P(X > Y), P(X > 2Y).

,_[ Propriété 16 — transfert d’indépendance }

Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes indépendantes, alors pour toute fonction f
définie sur X () et pour toute fonction g définie sur Y (), les variables aléatoires f(X) et g(Y)
sont indépendantes.

Par exemple, I'indépendance de X et Y entraine celle de X? et Y2.

7.2 familles finies de variables aléatoires discrétes

On étend sans difficulté les définitions et résultats précédents aux n-uplets de variables aléatoires :

o Si pour tout i € [1,n], X; est une variable discréte sur (2,.4, P) a valeurs dans un ensemble E;,
alors X = (Xy,...,X,) est une variable discrete a valeurs dans Ej X -+ X Ej,.

e La loi de X est appelée loi conjointe et les lois des variables X; sont appelées lois marginales.
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e Chaque loi marginale se retrouve a partir de la loi conjointe.
En posant F; = FE; X -+ X E;_1 X Ej11 X -+ X By,

Vi € [[1,77,]], thXZ(Q), P(Xlzt):

> PXi=az1,..., Xim1 =21, X; = 6, Xij1 = @i, ..., X = T0)

(T2, s i 1,Tig 1,0, Tn ) EFG

,_[ Définition - propriété 9 ]

Soit (X;)1<i<n une famille finie de variables aléatoires discrétes définies sur (2, .4, P). Les variables
sont dites (mutuellement) indépendantes si on a 'une des deux assertions équivalentes suivantes :

n
1. Pour tout (z1,...,2,) € X1(2) x -+ x X,,(Q), P(X1 =x1,..., Xp =xy,) = [[ P(X; = x;).
i=1

2. Pour tout (4i,...,4,) € By x --- x E,, les événements (X; € A;),...,(X, € A,) sont
mutuellement indépendants.

L’indépendance mutuelle implique 'indépendance deux a deux, mais la réciproque est fausse.

,_[ Propriété 17 — lemme des coalitions }

Si (X1, X2,...,X,) sont indépendantes, toute variable aléatoire fonction de Xy, Xo,..., X, est
indépendante de toute variable aléatoire fonction de X, 11, Xpi0,..., Xp.

On peut généraliser a plusieurs coalitions.
Pour (X1, X»,...,X,) indépendantes, p € [1,n], 1 <41 < iy < --- < iy, < n, et fi, fa,..., fp fonctions,
les variables aléatoires :

fl(Xl,X27 o« e 7Xi1)7 fQ(le_l’_l, ey Xi2), .« e 7fp<X7:p71+17 “ e 7X'ip)

sont indépendantes.
Exemple : si (X1, X9, X3, X4) sont indépendantes, alors :

— X1+ X9+ X3 et X4 sont indépendantes
— (X1 + X9, X3,eX4) sont indépendantes

— le lemme des coalitions ne peut pas s’appliquer pour juger de l'indépendance de
(Xl + X27 X37 X4 - X2)

Autre exemple : on considere des variables aléatoires X1, Xo, ..., X, indépendantes suivant la loi uniforme
sur [1,9]. On pose, pour tout k € [1,n] :

1 siXp=1
Y, =
0 siXyel[29]

Par le lemme des coalitions (ou bien, la, tout simplement un transfert d’indépendance), Y1,Ya,..., Y,
sont indépendantes.

7.3 suites de variables aléatoires discrétes

On consideére une suite (X, )nen de variables aléatoires sur un espace probabilisé (2, A, P).

o Les variables X,, sont indépendantes si toute sous-famille (X;);e; avec I partie finie de N est
constituée de variables aléatoires indépendantes.
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e Siles variables X, suivent de plus toutes la méme loi, on dira que la suite est une suite de variables
indépendantes et identiquement distribuées ou, en abrégé, une suite de variables i.i.d.

,_[ Théoréme 2 — théoréme d’extension de Kolmogorov - admis ]

Soit (Ly)nen une suite de lois discretes sur des ensembles E,. Il existe un espace probabilisé
(Q, A, P) et une suite (X,,),en de variables aléatoires indépendantes telles que pour tout n,
Xp~ L.

Pour nous, ce théoreme sert uniquement a légitimer certains énoncés. Par exemple, il permet de donner un
cadre théorique au jeu de pile ou face infini. En effet, on peut affirmer I'existence d’un espace probabilisé
pour lequel il existe une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernoulli de
parametre p donné (1/2 si la piece lancée est équilibrée).

Plus généralement, ce théoréme valide, dans un énoncé, toute formulation de la forme : « On consideére
une suite (X,),en de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, de loi ... ».

MP 2025 — 2026 19 D. Leroy, lycée Pissarro



8 Annexe : quelques éléments de démonstrations

Propriété 2
1. Q= AU A et I'union est disjointe. Donc 1 = P(A) 4 P(A).
2. Si A C B, B est l'union disjointe de A et BN A (faire un schéma) donc P(B) = P(A) + P(B\ A).
P(B\ A) = P(B) — P(A) et ainsi P(A) < P(B).
3. AU B est I'union disjointe de A et BN A, donc P(AU B) = P(A) + P(BnN A).
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)

Théoréme 1
(i) Soit (A,) une suite croissante d’événements. On pose (faire un dessin) :
Bo=Apet B, =A,NA,_1pourn>1

e Les By, sont 2 a 2 incompatibles :
pour j >i >0, A; C Aj_1 donc Aj_1NA; =0. Doncpouri>1, BNB;=A;NA;_1NANA_1="0c¢t
BonNB;j=AoNA;NA;_1=0.

e On a vu plus haut que P(B,) = P(A,) — P(An_1), d’ou i\’: P(Byn) = P(Ao) + i\’: P(A,) — P(An—1) = P(AnN).

0o =) N
Par ailleurs P(|J By) = >, P(Bn) = lim > P(B,).
n=0 n=0 NHJFOO =0
La conclusion vient du fait q U B, = U A,. En effet, U B, = U A,, VN.

n=0 n=0 = n=0

Soit maintenant (A,) une suite décroissante d’événements. La suite (A4,) est croissante, et par ce qui précéde

P(|J An) =lim P(An) Par les lois de Morgan, |J A, = (1] An et on obtient

n=0 n=0

1- P(Ax) ﬁl—P(ﬁ An)

n=0
Corollaire 1 . .
(i) posons B, = |J Ag. La suite (B,) est croissante, montrons que |J A, = |J Bn, ainsi nous aurons par la propriété
k=0 n=0 n=0
précédente
P f4n =P lgn = i P l}n = 1 P A
<L_JO ) <L_JO )= lim P(Ba)= lim P(| A
oo oo oo o0 oo
Comme Ay C By, Vk,ona |J A, C |J Bn. Comme Vn, B, C |J Ak, ona |J B C |J An.
n=0 = k=0 n=0 n=0

(i7) Notons Cy, = A,,.

P(ﬂAn):P(UC’ )=1— PUC’n_l— lim PUCk_ lim 1— PUCk_ lim PUCk_ lim PﬂAk

n=0 n=0 = n—+too oo n—+oo k=0 n—+too o n—=+oo oo

»

Propriété 77 de sous-add1t1v1te
e Cas I = [0,n]. Par récurrence.
e Cas I = N. Par le premier cas, pour tout n € N,

ZIVESED St

k=0

et par le corollaire du théoréme de continuité monotone, quand on fait tendre n vers +o0o, on a le résultat.
e Dans le cas général, I au plus dénombrable est en bijection avec [0,n] ou N. Il existe ¢ bijection d’un de ces deux
ensembles, mettons N, dans I. Introduire ¢, c’est effectuer un changement d’indices.

P JA) =P Ap) <D P(Agi) =D P(A
i€l keN keN iel

Propriété 4
Je peux prendre I = N pour simplifier.
Posons C = | A;. Par hypothése, P(C) = 1.

el
Z P(A;N B) P(U A; N B) par o — additivité

iel el

= P(CNnB)=P(B)-PCNB)
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Mais par croissance, P(C' N B) < P(C) = 0.

Propriété 5
Soit (A;)ier, avec I au plus dénombrable, des ensembles négligeables. Par sous-additivité de P, on a
P Ay <) Py =0
il iel
et donc |J A; est négligeable.
i€l
Soit (B;)ier, avec I au plus dénombrable, des ensembles presque siirs. Les B; sont négligeables. Par ce qui précede,
P(\B)=1-P(JB)=1-0=1
iel icl
Propriété 6
Soit B € A.

On a 0 < Pa(B), Pa(2) =1 et comme ANB C A, ona P(AN B) < P(A), puis Pa(B) < 1.
Soit (A;) une suite d’événements deux & deux incompatibles. On a :

PAN(U A P(UAN4) T PAN4)
P = = hm T T

neN neN

(*) vient de : P est une probabilité et (AN A, )nen est une suite d’événements incompatibles.

Propriété 9
P(ANB) = P(A) — P(AN B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B)

Propriété 10

Soit Q au plus dénombrable et (p.)wen une distribution de probabilités discrete.

UNICITE

Si P est une probabilité sur P(Q2) vérifiant : P({w}) = p., pour tout w, déterminons P.

Soit A € P(R2). Comme sous-ensemble d’un ensemble au plus dénombrable, A est au plus dénombrable. La o-additivité de

P s’applique :
PA) = P(|J{wh) =D PHwH =D o

weA wEA wEA

et P est unique.

EXISTENCE

PEQ) — R
Introduisons P: | A =Y pu et montrons que P est une application probabilité (on a bien P({wo}) = puy)-
weA

o Comme les p,, sont positifs, P(1) > 0 et P(4) < > p, = 1. P est a valeurs dans [0, 1].
weN

e On a bien P(Q) = Z P = 1.

weN
e Soit (Ap)nen une suite d’événements deux & deux incompatibles. On pose A = U A,. Par le théoréeme de sommation

neN
par paquets,

+oo
P =) PHw})

weA n=0w€cA,
“+oo
et donc P(A) = Y P(An). P est o-additive.
n=0

Propriété 11

Remarque : Pécriture X ~1(A) = U (X = z) bloque puisque Q2 n’est pas supposé dénombrable.
weQ/ X (w)eA

On remarque plutot que :

XA ={weXweAnX@}= [J (X=2)
TEANX(Q)

Comme X () est au plus dénombrable, il s’agit 14 d’une union au plus dénombrable d’événements, donc ¢’est un événement.

Propriété 13
Soit (ps)zer des réels positifs de somme 1.
On considére F' le support de cette famille : F' = {& € E | p, > 0}. On a vu que F était dénombrable. La famille (ps)zcr
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est sommable et Z Pz = Z pe = 1. Donc (pz)zcr est une distribution de probabilités sur F.
zeF zEE
On prend Q@ = F, A = P(F) (car F est au plus dénombrable) et P la probabilité associée & la distribution de probabilités
discréte (pe)acr, & savoir :
VAEP(F), P(A)=> p.
€A

On prend enfin X = Idp.

On a X(Q2) = F au plus dénombrable.
Pour z € F, X '({z}) = {2} € A.
Donc X est une variable aléatoire discréte telle que X (©2) C E. Enfin pour z € E,

P({z}) = ps sizeF

P(X_x)_{P(@)_O—px siz g F

Définition-propriété 2
(foX)(Q) = f(X(2)) est I'image par f d’un ensemble au plus dénombrable, donc est au plus dénombrable.
Pour y € fo X(Q), on a

X)) =y ={weQ| f(Xw) =y} ={weQ| Xwef{yh=Xef{y})eA

Donc f(X) est une variable aléatoire.

Soient maintenant X et Y définies sur les espaces probabilisés (2, A, P) et (', A", P") respectivement. On suppose que
X ~ Y, donc X(Q2) =Y (Q) et pour x dans cet ensemble, P(X = z) = P'(Y = z).

On a f(X(Q2)) = f(Y(Q2)) et pour y dans cet ensemble,

P(fX)=y)= > PX=2)= > PX=y)=P(f(Y)=2)
zef~1({y}) zef~1({y})

Propriété 14
Considérons les événements Sy « on obtient un succes au k° lancer » et Ex « on obtient un échec au k° lancer ».
Ona(X=n)=EiNEN..NE,_1NSy, et

P(XITL) = P(Elﬂ..AﬂEnflﬂSn)
= P(E1) X ... X P(Ep—1) X P(Sy) car ces événements sont indépendants
= (1-p)"'p

Dans le modele proposé, X peut a priori prendre la valeur +0o0. Montrons que P(X = +00) = 0.

(X =400) = [)Ew
k=1
P( By = ¢
k=1
P(X = +00) = limq" =0 par continuité décroissante

Remarque : Ona P(X e N ) =P(|J (X =k))= Y p1—-p)f ' = TGy = 1. X est donc presque-sirement a valeurs

k=1 k=1
dans N*.
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