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Certains d’entre vous ont fait la partie 2 dans le devoir maison no 16.

Soit n un entier strictement positif. On identifie Rn à l’espace Mn,1(R) des vecteurs colonnes à n

coordonnées réelles. Pour tout x = (x1, . . . , xn)⊤ dans Rn, on note :

∥x∥ =
√ ∑

1⩽i⩽n

x2
i .

La sphère unité de Rn est notée Sn−1 = {x ∈ Rn ; ∥x∥ = 1}. On identifie une matrice M ∈ Mn(R)
à l’endomorphisme de Rn canoniquement associé et on note σ(M) l’ensemble de ses valeurs propres
réelles.

A. Norme d’opérateur d’une matrice
Soit M ∈ Mn(R).

1) Montrer que Sn−1 est un compact de Rn et en déduire l’existence de :

∥M∥op = max{∥Mx∥ ; x ∈ Sn−1}.

2) Montrer que l’application qui à M ∈ Mn(R) associe ∥M∥op est une norme sur Mn(R).
Montrer que pour tous x et y dans Rn, on a l’inégalité : ∥Mx − My∥ ⩽ ∥M∥op ∥x − y∥ .

3) Si M est symétrique, établir l’égalité ∥M∥op = max{|λ| ; λ ∈ σ(M)}. On pourra commencer
par le cas où M est diagonale.

On note Jn la matrice de Mn(R) dont tous les coefficients sont égaux à 1.
4) Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de Jn en précisant la dimension des

espaces propres. En déduire la valeur de ∥Jn∥op .

Soit M = (Mi,j)1⩽i,j⩽n ∈ Mn(R).
5) Démontrer l’inégalité ∥M∥op ⩾ max{|Mi,j| ; 1 ⩽ i, j ⩽ n}.

6) Établir que :

∥M∥op ⩽

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

(Mi,j)2

et donner une condition nécessaire et suffisante sur le rang de M pour que cette inégalité soit
une égalité.

On note Σn l’ensemble des matrices M = (Mi,j)1⩽i,j⩽n de Mn(R) telles que |Mi,j| ⩽ 1 pour tous
i, j ∈ J1, nK.

7) Montrer que pour tout M ∈ Σn, ∥M∥op ⩽ n. Caractériser et dénombrer les matrices M de Σn

pour lesquelles ∥M∥op = n.
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