Les 2 premiers exercices de e3a 2021

Le troisieme exercice a été fait pendant la période de révisions. Le quatrieme exercice a été fait dans le DS n° 3.

Dans tout 'exercice, I est le segment [0, 1] et f la fonction définie sur I par : z +— {

Exercice 1
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1 six=0 "

On consideére la suite de fonctions (f,,),en définies sur I par :

Vx € I, f()(.’b) =1.

0 sixz =0
VneN" Veel, f, = —-1)" .
" v Jn(@) ( |) (xIn(z))™  sinon
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. Montrer que f et toutes les fonctions f,, sont continues sur I.

On considere la série de fonctions E fn-
n=0
Démontrer que cette série de fonctions converge simplement sur I vers une fonction que I'on déterminera.

Etudier les variations de la fonction ¢ continue sur I, définie pour tout ¢ €]0, 1] par ¢(t) = tIn(t).
Représenter graphiquement la fonction ¢ sur I en précisant les tangentes aux bornes.
Démontrer que la série de fonctions Z fn converge normalement sur I.
n>0
+o0
On pose pour tout réel x et lorsque cela est possible I'(z) = / t* et dt.

0
(a) Déterminer 'ensemble de définition de la fonction T
(b) Soit n € N. Calculer I'(n + 1).

1
Soit n € N*. Calculer l'intégrale J,, = /fn (t)dt.
0

On pourra effectuer le changement de variable uw = —In(t).
1 oo

On pose J = /f(t) dt. Montrer que 'on a : J = Z n~".
0 n=1

Trouver un rang ng pour lequel la somme partielle d’ordre ng sera une valeur approchée de J a 1076 pres.

Exercice 2

Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et E' un espace euclidien de dimension n dont le produit scalaire est
noté ( | ) et la norme || ||.
On note Idg 'endomorphisme identité de F et 6 'endomorphisme nul de E.

1.

Soit f un endomorphisme autoadjoint de E' que I’on suppose non inversible et non nul.
(a) Citer le théoréme spectral.
(b) Montrer que 0 est valeur propre de f et que f admet au moins une valeur propre non nulle.

(c) Montrer que les sous-espaces ker(f) et Im(f) sont orthogonaux.
Sont-ils supplémentaires 7 On justifiera la réponse.

On suppose désormais et jusqu’a la fin de ’exercice que f admet exactement k+ 1 valeurs propres deux
a deux distinctes (A;);efo,x] avec :

k>1, )\ozoet0<|)\1|<...<|)\k|.

Pour tout j € [0, k], on note E; le sous-espace propre associé & la valeur propre \; et p; le projecteur orthogonal
sur I;.



k
2. (a) Montrer que Idg = ij.

§=0
(b) Prouver que l'on a pour tout couple (i, j) de [0, k]? tels que i # j, p; o pj = 6.

k
(c) Démontrer que : f = Z)\jpj-

j=0
k
(d) Soit p le projecteur orthogonal sur Im(f). Montrer que 'on a : p = ij~
j=1

k
On note alors f! Pendomorphisme de E défini par : ff = Z )\ljpj, appelé inverse généralisé de f.
j=1
3. Quelques propriétés de ’inverse généralisé.
(a) Montrer que I'on a : fo fI =p.

En déduire que : V(z,y) € E?, (f(x) =ply) ez fl(y) € ker(f)).

(b) Soit y un vecteur de E.
Montrer que l'on a : Vz € E, (||f(x) -yl = zuellf; 1f(z) —yll &z — fi(y) € ker(f)).

4. Application a un exemple.
On prend F un espace euclidien de dimension 4 et B = (eq, e, €3, e4) une base orthonormale de E.
3 0 -1 0
0 1 0 -1
-1 0 3 0
0 -1 0 1

(a) Justifier que f est un endomorphisme autoadjoint, non nul et non inversible.

Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans B est : A =

(b) Montrer que 2 est valeur propre double de la matrice A.

(¢) En déduire que f admet exactement 3 valeurs propres : A\g < A\; < Ag.
On note pour tout j € [0, 2], M; la matrice de p; dans la base B.

Justifier que I'on peut écrire A sous la forme : A = 2M; + 4Ms.

Montrer que F5 est de dimension 1 et déterminer un vecteur vo de Es tel que ||va] = 1.
Démontrer que : Vo € E, pa(x) = (x|vz)vs.

Déterminer la matrice M.

5. En déduire la matrice associée a f! relativement & la base B.




