D’apres épreuve Centrale PSI 2018 (deux premiéres parties)

Notations

Si f est une fonction de classe C™ et p un entier naturel, on note f®) la dérivée p*™me de f.

On note C[X]| 'ensemble des polynémes a coefficients dans C.

Si a et b sont deux entiers naturels, [a, b] désigne I’ensemble des entiers compris entre a et b.

Si X est une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P) admettant une espérance,
celle-ci est notée E(X).

I Moments d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P).

On suppose que X () C RT.

Sip € N, on dit que X admet un moment d’ordre p si la variable aléatoire X? est d’espérance finie. On
note alors my(X), appelé moment d’ordre p de X, I'espérance de XP.

On remarque que mg(X) = 1.
Q1 Justifier que Yk € [1,n], 0 < XF <14+ X",

Q2 En déduire que, si X admet un moment d’ordre n (n € N*), alors X admet des moments d’ordre
k pour tout k € [1,n —1].
I.A - Fonction génératrice des moments

On suppose que, pour tout entier naturel non nul n, X admet un moment d’ordre n et que la série entiere
n

t
Z my(X)— admet un rayon de convergence Rx > 0.
n=0 -
n

+oo
t
Pour tout ¢ €] — Rx, Rx][, on note Mx(t) = Zmn(X)—‘. La fonction Mx s’appelle la fonction gé-
n!
n=0

nératrice des moments de la variable aléatoire X.

Q3 Justifier que la connaissance de la fonction Mx permet de déterminer de maniére unique la suite (m,, (X ))n eN®

Q4 Montrer que, pour tout t €] — Rx, Rx/[, la variable aléatoire e/X admet une espérance finie et que
Mx(t) = B(e")

Q5 Montrer réciproquement que, s’il existe un réel R > 0 tel que, pour tout t €] — R, R[, la variable aléa-
toire X admet une espérance finie, alors ’ensemble de définition de la fonction génératrice des moments
de X contient | — R, B[ et pour tout t €] — R, R[, Mx(t) = E(e!X).

On suppose que X et Y sont deux variables aléatoires réelles discretes indépendantes a valeurs stricte-
ment positives admettant des moments de tous ordres. On note Rx (respectivement Ry) le rayon de

convergence (supposé strictement positif) associé a la fonction Mx (respectivement My-).

Q6 Montrer que la variable aléatoire X + Y admet des moments de tous ordres et que

V|t| < min(Rx,Ry), Mx+y(t) = Mx(t) X My(t)



1.B - Exemples

A est un nombre réel fixé.

I.B.1) On suppose que Z est une variable aléatoire sur (€2, A, P) suivant la loi de Poisson de parameétre .
Q7 Montrer que Z admet des moments de tous ordres.

Q8 Calculer la fonction génératrice des moments de Z. En déduire les valeurs de mi(Z) et ma(Z).

I.B.2) Soit n un entier naturel non nul. Pour i € [1,n], X; est une variable aléatoire sur (£, .4, P) suivant
une loi de Bernoulli de parametre A/n. On suppose que X1, Xo,..., X, sont mutuellement indépendantes

n
et on pose S, = > X;.
i=1
Q9 Calculer la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire S,.
Q10 Pour ¢ € C, calculer lim Mg, (t).
n—-+00
Q11 Comparer avec les résultats de la question 8.

I.B.3) Pour n € N*, U, est une variable aléatoire sur (2,4, P) suivant la loi uniforme sur [1,n]. On
_ 1
pose Y, = ~U,.

Q12 Calculer la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire Y.

Q13 Pour ¢ € C, calculer lim My, ().

n—-4o00

II. Moments d’une suite numérique

Si (an)nen est une suite réelle telle que, pour tout entier naturel p, la série Y nPa, converge absolument,
n=0

+00
on appelle moment d’ordre p de la suite (ay) le nombre Y. nfa,.
n=0

Le but de cette partie est de construire une suite non nulle dont tous les moments d’ordre p (p € N)
sont nuls.

II.A - Etude d’une fonction
On définit la fonction ¢ : R — R par

{ Vo elooll, plx) = oxp (L) (1)
Vz € [1,+oc[, ¢(x)=0

Q14 Montrer que ¢ est continue sur R et de classe C* sur R\ {1}.

Q15 Calculer lirrﬁ ¢'(r) et démontrer que ¢ est de classe C! sur R.
T—r
<l

Q16 Montrer que, pour tout entier naturel non nul p, il existe deux polynémes P, et @, a coefficients
réels tels que, pour tout x €] — oo, 1],

W) (p - DpWVLI—2) o
7 ”_QZ(F_Q:) p(\ﬁl—x)

Q17 En déduire lim1 o® (x) pour p € N*.
T—r
<1



Q18 En déduire que ¢ est de classe C™ sur R et pour p € N*, donner la valeur de o®(1).

11.B - Développements en série

Q19 Démontrer, pour tout = €] — 1, 1],

o) =3 a1 — 2y
q=0
On considere les polynémes de Hilbert
Ho(X) =1
H,(X)= % H(X —k)= XX 1) '%!(X —ntl) pour tout n € N* @)

émontrer que, pour tout x €] — et tout ¢ € on a
Q20 Dé trer que, pour tout x €] — 1,1[ et tout ¢ € N*,

(1—x) —a/2 — ZH( —|—p—1>

Q21 En déduire
vz €] - 1,1], —1+Z(Zaw )
=0

ou 'on a posé

1)+l P
Y(i,7) € N2,  a;(z) = (-1) H; (Z ! -l—j> gt
’ ’ " (G+1)077\ 2

=0 \ j=0

—+00 [ +oo
; _ - _ |z _
Q22 Démontrer que, pour tout z €] — 1, 1], > (Z ;. ; (ac)|> = exp (M) 1

Q23 Etablir 1’égalité

Vo e] —1,1], Z anz"
ol
ag = 1
N D (k) N (3)
anig(n—k)! L 5~ pour tout n €

I1.C - Un prolongement dans C
On note D le disque ouvert unité de C : D = {z € C ;|2| < 1}.

24 Montrer que, pour tout z € D, la série entiere apz™ converge.
Q que, p ; g

n=0
+oo
Pour z € D, on note ®y(z) = > anz™ et, sous réserve de convergence,
n=0
+oo
Bp(z) = Y (n+p)n+p—1)- - (n+ Dany"
n=0

Q25 Justifier que, pour tout p € N* et tout = €] — 1,1[, ®,(z) = ©P)(z) et que pour tout p € N* et tout
+o00

z € D, la série entiere > (n+p)(n+p—1)---(n+ 1)ay,4pz" converge.
n=0



Q26 Justifier que, pour tout p € N, la fonction ¢ est bornée sur ] — 1,1[. On pourra utiliser Q16.
On admet que la fonction ®, est bornée sur D.

Q27 Soit 7 un réel de l'intervalle ]0, 1[. Démontrer pour, tous entiers n > 1 et p > 1, que

2m
1 oo
(n+p)(n+p—1) (n+ Dangpr’ = - / B, (ré®)e—m1? g
0

Q28 Démontrer que, pour tout p € N, il existe un réel K, et un entier naturel N, tels que

K
Vn > Ny, ap| < 7”75

“+oo
Q29 Démonter que la série entiere > a,z™ converge normalement sur [0, 1] et donner la valeur de Y a,.
n=0 n=0

Q30 Soit p € N*. Montrer que la série entiere > (n +p)(n +p — 1)---(n + 1)ap4px™ converge nor-

n=0

+00
malement sur [0,1] et donner la valeur de Y- (n+p)(n+p—1)---(n+ 1)ayp.
n=0

Q31 Démontrer que tous les moments d’ordre p de la suite (a,) sont nuls.




Eléments de réponse'

Mathématiques 1I Centrale PSI 2018

I Moments d’une variable aléatoire

Q1 Soit w € €.
Si0< X(w) <1, alors comme X >0,0ona0<X*w) <1<1+X"(w).
Si X(w)>=1,0na Xkw) < X™w) <1+ X"(w).

VweQ, 0< XFw) <1+ X"(w)

Vke[l,n], 0<XF<14X"

Q2 Si X admet un moment d’ordre n alors 1 + X" est d’espérance finie. Le théoréme de domination,

et la question précédente, apportent que | X* est d’espérance finie pour k € [1,n—1]|

I.A - Fonction génératrice des moments

Q3 Comme somme de série entiere, Mx est de classe C* sur | — R, R| et par le cours, la série entiere
correspond a sa série de Taylor en 0 :

(n)
(X M5’ (0 n
Vn € N, m (' ) = X‘( ) soit encore mn(X):M)(()(O)
n! n!

‘La suite (my,) est donc bien parfaitement déterminée par la donnée de la fonction Mx. ‘
Q4 Soit t €] — Rx, Rx]|. Je note X(Q) = {zy, k € N}. Dans [0, +00], par la formule du transfert,

+oo
E(™) = Zem’“P(X = xy)

+oo +oo

= 22

k=0n=0

ta?k

= zp)

On étudie s’il y a possibilité d’intervertir. Dans [0, +00], par le théoréme de Fubini positif,

“+00 +0oo —+00 +oo

t:ck \t\xk
> | X=a)l = D> X =)
k=0n=0 n=0k=0
tTL
= Z ~ | | Mx(|t|) < +o0 car |t| < Rx

n!

Donc la famille ({2x)" P(X = xg) est sommable. Par le théoréeme de Fubini :
(n,k)eN2

—+00 +oo

t|xk Xt
=X > =2g) = ) —mn(X) = Mx(t)
n=0 k=0 n=0
Donc | etX est d’espérance finie et E(e!X) = Mx(t)|.

5 Réciproquement, s’il existe un réel R > 0 tel que, pour tout ¢ € R RJ, la variable aléatoire e'X est
Q proq : que, p

d’espérance finie, alors pour tout ¢ €] — R, R[, on a comme précédemment Z Z |m7’“P(X = xy)| < +o0.
k=0n=0

est sommable, et on peut reprendre les calculs précédents.

La famille (%P(X - ’“))(n er



L’ensemble de définition de la fonction génératrice des moments de X contient | — R, R[ et pour tout
€] — R, R[, Mx(t) est encore égal & E(e!™).

Q6 « Montrons que la variable aléatoire X + Y admet des moments de tous ordres. On a

(X +Y)P = zp: (5 ) Xnyrn

n=0

Les variables aléatoires X™ et YP~" sont indépendantes (transfert d’indépendance), d’espérance finie (par
hypothese), leurs produits ont aussi une espérance qui est le produit des espérances. Enfin, par linéarité
de l'espérance, (X + Y)? est d’espérance finie, valant :

p p

E(X+Y)) =) (i) B(XMEY?™) =Y (i) M (X)my— (V).

n=0 n=0

« Soit t tel que |t| < min(Rx, Ry).

Mx(t) et My (t) sont bien définis, et Mx (t)My(t) = E(e!X)E(e'Y). Les variables aléatoires X et ef¥
admettent une espérance finie et sont indépendantes (par transfert d’indépendance & partir de X et Y
indépendantes). Par propriété d’espérance d’un produit :

E(etX)E(etY) _ E(etXetY) _ E(et(X+Y))

Par la question Q5, E(e!X*Y)) = My v ().
‘Ainsi, pour ¢t < min(Rx, Ry ), Mx1y(t) = Mx(t)My(t). ‘

I.B - Exemples

)\
Q7 Z vérifie P(Z =n) = e 2. OnanfP(Z =n) = oz L) et % 0 et la série 3 2 -z converge. Par

négligeabilité, > nP(Z = n) converge absolument, et Z admet des moments de tout ordre.
n
Par la formule de transfert :
_\nPA"
my(Z) = Z e

n=0

Q8 Pour ¢ > 0, par le théoréme de Fubini positif, dans [0, +o0] :

Z ZZ /\ﬁ)“nﬁ: ,\Z Z Z e~ Aeret = A’ 1) < 400
>0 p>0n>0 e p w0 ™ 230 n>0 "
donc pour tout ¢ > 0, la série Y my(Z )%ﬁ converge. Donc le rayon de cette série entiere est +00. Comme
vu en question Q3, mi(Z) = ]\l/f’zo(O) et mo(Z) = M7(0).
My(t) = At M0 MY () = (Aef + A% g (Z2) = miy(0) = N, ma(Z) = A+ A%

On retrouve 'espérance et la variance de la loi de Poisson.

Q9 Par stabilité pour la somme de lois binomiales 5(1, %) indépendantes, S, suit une loi binomiale

B(n,\/n).
Msg, (1)

n

E t( X1+ Jan)) — E(etX1+---+tXn)

(el
= E() ... E(e®") par transfert d’indépendance, les X, étant indépendantes
p P ) p
= [E (etXl)] puisque les X; ont méme loi
( Al

— =+ —) avec la formule du transfert
n
Q10 Je vous laisse montrer (grand classique rencontré plusieurs fois en classe) :

[

n

lim Mg, (t) = ¢ -1

n—-+o0o



Q11 On a trouvé | lim Mg, (t) = Mpy)(t) |

n——+o0o

1

M=
3/\\??‘

1
Q12 On a P(Y,, = %) = 1 pour k entre 1 et n. Par la formule du transfert : m, = p

My, (t

”kt ”+°°1tk 1SN ik/m
=2 G e PRI PO

k1p0

uMér
3\’*

Q13 On reconnait une somme de Riemann associée & la fonction continue x — €**. On a donc, a t fixé,

1 et —1

lim My, (t) = /emdx: Slt#o.
e a 1 sit=0

II. Moments d’une suite numérique

IL.A - Etude d’une fonction

Q14 Je vous laisse rédiger que ¢ est de classe C*° sur R\ {1}. Quand = tend vers 1 par valeurs
inférieures, on a @(x) — 0 sans forme indéterminée, donc ¢ est continue en 1, puis ‘  est continue sur R |.

Q15

oy — -1 = ___e@)
(p(x)—exp(\/l_m) (\/1—:13 (1*1‘)3/2)_ (1 —x)3/2
Je vous laisse rédiger lim1 ¢'(z) =0.
—

<l
La limite & droite est 0 aussi, donc par le théoréeme de la limite de la dérivée (la fonction est continue,

C* sauf éventuellement en 1 et sa dérivée a une limite finie en 1), ‘cp est de classe C! sur R ‘ Et ¢/(1) =0.
Q16 Je vous laisse montrer par récurrence, pour tout entier naturel non nul p, H, :« il existe deux
polynémes P, et @, a coefficients réels tels que, pour tout z €] — oo, 1],

Q17-18 Je vous laisse mettre en place une récurrence : comme en Q15., le théoréeme de la limite de la
dérivée s’applique dans 1’hérédité (si ¢ est de classe CP~!, on montre que lim1 P (z) = 0 par croissance
T—

<l

comparée). On trouvera : | pour tout p € N*, o) (1) existe et vaut 0|,

11.B - Développements en série

Q19 Par le développement en série entiere de ’exponentielle, il vient

=1 (—x)1 = (_1')q$q(1 _ x)—tI/2.

(p:]j: _——
( ) qgoq' /;l_mq = q!

Q20 D’apres le développement en série entiere « (14 z) », on a

o) = Y (—q/2> (o =¥ (ca/)(a/2-1) - (=a/2=p+1) s

o\ P p>0 P!
S (@/2+p—1)...(¢/2+1)q/2 ,
>0 P

Donc, pour tout = €] — 1, 1] et tout ¢ € N*, on a

+oo
(1) = 5 Hy (3 +p—1)a?




Q21 On a
+o00 (_1)q 2 +o0 +oo q
@(m):Zqu -4 ZZ <2+p—1)$p
q=0 ’ q=0p=0

En isolant les termes d’indice ¢ =0 :

+00 +oo+oo
olr) = ZHP( —1:vp+zz . qu (2—|—p—1):cp
p=0 q=1p=0
+oo+oo
— <q—|—p—1>l’p
"0 =0 ! 2

Avec le changement d’indice ¢ = ¢ + 1, on trouve bien

+oo [4o0 i+1 ;
1 1 o
Vo €]-1,1], ¢(z) = 1+Z (Z ai,j(a:)) ou l'on a posé V(i,j) € N2, a; j(z) = ((z +)1)' H; (Z 5 —i—j) JAaEARS

Q22 On a H; (% + j) 0 puisque i et j sont > 0 (le dernier terme du numérateur est %) Donc

+oo [ +oo +oo [ +oo 1 i—1 o
2 Z\ai,j@)\) = Z(Z i (3 +j>x|@+ﬂ+1>
=0 '

i=0 \j=0 i=0
on remonte les calculs de la question précédente
\q +°°
= Z 2—|—p—1)\x|p—1
=0 p=0
= || -
T S e
g=0 T

Et finalement, pour tout z €] — 1, 1],

R |z|
Z Z la;j(x)] | =exp <_> -1
i=0 \j=0 1— ||

Q23 Par la question précédente, la famille (a; ;(x)), . est sommable. On peut appliquer une sommation
»J 2,
par paquets :

+oo (71)2‘—}—1 n — 1+]
_ . n+1
S (o) < 0 E x e
i=0 n=0 (i,§)EN2,i+j=n
(m=n+1)

+oo i+1 :
_ (_1) + m+J m
= 1+ ) > (Hl)!Hj( 5~z
m=1 (4,j)eN2,i+14j=m
(k=7)
+00 m—1 (_l)m k m+k
= 1+ > > Hy( — 1)z
o) (m —k)! 2
Ve el —1,1[, ¢(x) =Y apx
ou
ag = 1
n—1 n—k
(1) n+k . (4)
an:];)(n—k)lﬂk 5 —1 pour tout n € N




11.C - Un prolongement dans C

Q24 Pour tout = €] — 1,1[, 3 a,z™ converge par Q23. Et cela venait de Y |a,z™| converge en Q22.
Donc pour tout z € D, la série entiere > a,z" converge absolument, donc converge.
n=>0
Q25 Le théoreme de dérivation terme a terme des séries entieres affirme que pour tout p € N* et tout
x €] —1,1[, ®y(x) = pP)(2) et que les séries entiéres gardent le méme rayon de convergence (ici 1) aprés
dérivation. En particulier, pour tout p € N* et tout z € D, la série entiere

“+00

Y (n+p)(n+p—1)---(n+1)anspz™ converge.

n=0

Q26 Rappelons que la fonction go(p) s’exprime sous la forme R,(v/1 — ) exp(_i) pour x < 1l et O

1—=x
pour x > 1. Je vous laisse rédiger que cette fonction admet une limite nulle en 1, ce qui fait qu’elle est

continue sur [—1,1]. Par le théoréme des bornes atteintes, elle est bornée sur ce segment.

®, = P est bornée sur | — 1,1[.

On admet que la fonction ®, est bornée sur D.
Q27 Soit r un réel de l'intervalle |0, 1].
La série entiere Y (n+p)(n+p—1)--- (n+1)an4pz" converge normalement sur le disque D¢(0,7) car r < R
n

(une série entiére converge normalement sur tout compact inclus dans le disque ouvert de convergence).
Donc la série entiere
0 Y (n+p)(n+p—1) - (04 Dagpre™
n

converge normalement sur R, et donc sur [0, 27].

Ceci autorise & intégrer terme & terme le développement en série de ®,(rel)e =™ sur le segment [0, 27].
2

Or [ (Teie)ke—me df = 0 quand k # n, il reste donc
0
1 21
(n+p)n+p—1)---(n+ Dap,r" = ° / o, (re?)e ™ do
0

Q28 || est bornée par une constante K, (admis en Q26) donc

2w
! 1/Kpd9<Kp
ntp)ntp=1)--(n+1)2r ) np

Vr €]0,1] |antp|r™ < (

et en faisant tendre r vers 1 on a l'inégalité voulue par passage a la limite.
Q29 On pose hy(x) = anz™, de sorte que 0 < [|An |, j0,1] < |an|. Par la question précédente,
an = O(#) Par domination, }° |an| converge, puis la série ||hn |, (0,1) converge. On en déduit la conver-

gence normale de la série de fonctions Y h,, sur [0, 1].
n=0
On a donc convergence uniforme, et par le théoréme de transmission de continuité, la somme de la série

entiére est continue sur [0, 1]. En particulier, on exploite la continuité en 1 :
+oo +oo
Qp = lim a,2z" = lim p(x) = 0 d’apres Q14
72] " 7;)93%1 " r—1 80( ) P Q

Q30 En Q28, nous avons établi que ap4p = O(n—lp) p étant fixé, cela prouve que a, = O(W) =
O(nip) On a donc une convergence vers 0 plus rapide que n’importe quelle série de Riemann. En particulier,
pour p € N* on a,, = O(np%) et (n+p)(n+p—1)---(n+1)apsp = O(#) On en déduit la convergence

normale de la série entiere Y. (n+p)(n+p—1)--- (n+1)a,4pz" sur [0, 1]. La convergence normale, donc
n=0
uniforme, permet d’appliquer la version « dérivée p-iéme » du théoréme de dérivation terme a terme, ce

qui donne pour somme de cette série

“+oo
S n4p)ntp—1)--(n+ Daggpae" = ¢¥(z) = ¥y (2)

n=0



et en particulier

+oo
Z(n +p)n+p—1)---(n+ Dapp = ®p(1) =0 d’apres Q18.
n=0
Q31 On en déduit par récurrence que tous les moments d’ordre p de la suite (a,) sont nuls. Comprenons
le début :

mo = Z an =0 (d’apres Q29)
n=0
Z(n—i—l)an = :Znan—i-Zan:ml—l—mo donc m; =0
n>0 (d’apres Q30) n>0 n>0

Z(n—i—?)(n—i—l)an = :Zn2an+z3nan+2an:m2+3m1+2m0 donc me =0
e (d’apres Q30) >0 >0
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