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Exercice 1

Pour n entier, n > 2, on définit le déterminant de Vandermonde de n nombres complexes x1,%2 ..., Ty,
par :
1 1 1
T Z2 T,
2 2 2
V(.’El,l‘g,...,xn): L1 D) I,
-1 -1 n—1
1 Lo L
L’objet de cet exercice est de démontrer par récurrence que on a : V (21, x9,...,2,) = H (xj — ;).
1<i<j<n

1. Calculer V (x1,x2). Expliquer pourquoi il suffit de faire la démonstration pour n nombres complexes

r1,%2...,T, deux a deux distincts.
Dans la suite, 1,2 ..., z, sont n nombres complexes deux a deux distincts.
2. On consideére la fonction t — P(t) =V (z1,22,...,Zn_1,1).

Démontrer que P est une fonction polynomiale de degré au plus n —1 et justifier que le coefficient
de t" ! est un déterminant de Vandermonde.
Démontrer par récurrence que V (1, 22...,2,) = H (xj — xi).

1<i<j<n

3. Premiere application
Calculer le déterminant de la matrice A = (i) 1<i<n en faisant apparaitre le déterminant de Vander-

1<i<n
monde V(1,2,...,n).
4. Deuxiéme application
Donner un exemple de n nombres complexes aq, ag,...,a, deux & deux distincts et tous non nuls,
n
tels que Z az = 0.
k=1
Soit n nombres complexes 1, 1:2, . mn deux a deux distincts et tous non nuls, démontrer que I'une
au moins des sommes Z Tk, Z T, Z Ty Z xj est non nulle.

- k=1 k=1 k=1 k=1
On pourra utiliser un déterminant de Vandermonde non nul.

Exercice 2

Dans cet exercice, || .|| désigne une norme d’algebre sur M, (R), c’est-a-dire une norme vérifiant, pour tout

couple (A, B) de matrices de M, (R), [|A.B|| < || A || B
1
1. Démontrer que pour toute matrice A de M,,(R), la série Z EAk converge. On notera e sa somme.
E>0 """

2. Démontrer que l'application A — e? est continue sur M, (R).



3. Si H € M,(R) est une matrice non nulle de la boule de centre 0 et de rayon r > 0, déterminer la
+o0

1
T Z HH]C lorsque H tend vers 0.
k=2"""

En déduire que P’application A — e est différentiable en la matrice 0.
On précisera sa différentielle en 0.

limite de

+0o0
1
Pour toute matrice A de M,,(R), on note e = Z yAk.
k=0 """

Dans ce probléme, on note S, I'espace vectoriel des matrices de M,,(R) symétriques.
On dit que la matrice A € §,, est symétrique positive lorsque toutes ses valeurs propres sont positives ou
nulles. On note S;7 'ensemble des matrices symétriques positives.

Partie I - Exponentielle d’'une matrice symétrique

Pour a et b deux réels, on note :

A= et J =

SIS )
>~ o
S o o
— =

11
11
11

1. Démontrer, en détaillant les calculs, que A € S, si et seulement si, (a +2b > 0 et a > b).

2. Calculer J* pour tout entier k& non nul. Cette relation est-elle valable pour k = 0?
En utilisant la relation A = (a — b)I3 + b.J, calculer et expliciter e4.
On pourra utiliser sans démonstration que, si deur matrices A et B de M, (R) commutent, alors e B = e4eB.
Vérifier que e? € S;’ .

3. Soit P une matrice inversible de M,,(R). Justifier que I'application M +— PMP~! est continue sur
M, (R). Si A € S, est semblable & une matrice diagonale D, déterminer une matrice diagonale sem-

blable & la matrice e. En déduire que e € S;f.

Partie II - Produit de Hadamard de deux matrices

Dans cette partie, pour une matrice A = (a;;) de M, (R), on note EF(A) la matrice de M,,(R), de terme
général e%i : B(A) = (e%).
Nous allons démontrer que si A € S;7, alors E(A) € S;F.

n

On définit le produit de Hadamard de deux matrices A = (a; ;) et B = (b; ;) de M,,(R) noté * par :
Ax B = (ai’jbm) S Mn(R)

On note le produit usuel de deux matrices A et B par AB. On confond une matrice de M; ;(R) avec son
terme réel.

a b b

4. Vérifier que, lorsque la matrice A=| b a b | € Sgr , la matrice F(A) € Sgr .

b b a

5. Si D est une matrice diagonale dont tous les termes sont positifs ou nuls et si Y est matrice de
M 1(R), quel est le signe de YT DY ?
En déduire le résultat de cours suivant : une matrice A de S,, appartient & S, si, et seulement si,
pour toute matrice X € M, 1(R) ona X' AX > 0.

6. Si A et B sont deux matrices de S, et «, 3 deux réels positifs, démontrer, en utilisant la question
précédente, que oA + BB est une matrice de S;.
Si A et B sont deux matrices de S;, a-t-on nécessairement AB € S;F ?



7. Si A € S}, démontrer qu’il existe une matrice R € S telle que A = R2.

8. Si A et B sont deux matrices de ST

10.

+, sion pose A =U?et B=V?avec U = (u;;) € S,

V = (v;;) €S} et si Ax B = (c;;), vérifier que, pour tout couple (4, 5) € [1,n]?,
n n
Cij = (Z Ukz“kg) (Z W,z‘W,j) .
k=1 (=1

En déduire que, si A et B sont deux matrices de S;7, ona Ax B € S;F.

. Pour toute matrice A de M,,(R) et pour tout entier naturel p > 2, on note A*P la matrice AxAx*...xA

( p fois). On note A*® = (1) la matrice dont tous les termes sont égaux a 1 et A*! = A,
Soit une matrice A de M, (R), déterminer la limite de la suite de matrices (T) définie pour tout
. S
entier naturel N non nul par Ty = Z —'A P,
p=0*"
Pour X € M, 1(R), justifier que 'application M + X T M X est continue sur M, (R), puis démon-
trer que S, est une partie fermée de S,,. En déduire que si A € S alors E(A) € ST




