ACADEMIE
Pépinieres de Terminale DE VERSAILLES
février 2024 o
D. L@TOy Fraternité

Ordre choisi : 5, 3, 2, 1, 4.

Exercice 1 — placement sur une table circulaire

Combien y a-t-il de facons différentes d’assoir 6 filles et 15 garcons autour d’une table circulaire de
21 places de sorte qu’il y ait au moins deux garcons entre chaque fille ?
On ne considerera que les positions relatives des personnes entre elles.

Exercice 2 — sommes et formules du binéme

Pour n entier naturel non nul, calculer les sommes :
L n L 2n
slzzm() et 52:Zk2< )
k=0 k k=0 2k

Le cas général est n > 2, le cas oun =1 se traite a part.

Exercice 3 — relations entre coefficients

Soit n un entier naturel non nul et soit, pour tout k entier tel que 0 < k < 2n, a le coefficient de
2% dans le développement de I'expression (1 + z + 22)". Montrer que :

1. ap1 — A1G9 + Asag — +++ — Aop_1A9y = 0
2. a2 —a24+a2—ai+-+ (=12, + (=1)"a2 = a,

3. ao+a2+a4+---+a2n:L2+1eta1+a3+...+a2n_1:3”2—1
4.

ar — Nag_1 + (Z) Ap_o+ -+ (—l)k <Z> ag = 0 si k n’est pas multiple de 3

Exercice 4 — principe des tiroirs

Enoncé 1

Enoncé initial, que je n'ai pas compris : Parmi 17 scientifiques, chacun est en correspondance avec
tous les autres. Dans leurs échanges de lettres, ils ne traitent que trois sujets et un scientifique sur
deux ne traite qu’'un seul sujet.

Montrons qu’il y a au moins 3 scientifiques qui traitent un seul et méme sujet.

Enoncé modifié

On considere 17 mathématiciens qui travaillent sur au maximum 3 problémes. 8 d’entre eux ne
travaillent que sur un seul probléme. Vérifier qu’il y a au moins 3 mathématiciens qui travaillent
sur un seul et méme probleme.



Enoncé 2

Dix joueurs ont pris part a un tournoi d’échecs ou chaque joueur doit jouer exactement une partie
contre tous les autres joueurs. Un joueur marque 1 point s’il gagne un duel, il perd un point s’il
perd le duel et 0 point clot un duel avec match nul. A la fin du tournoi, on constate que plus de
70% se sont terminés par un match nul.

Montrer que deux joueurs ont le méme score final.

Exercice 5 — tiré du concours général 2021

Soit n un entier naturel non nul. Dans un sac, on place 2n 4 1 boules indiscernables au toucher et
numérotées 0,1, 2, ... 2n. On vide alors progressivement le sac jusqu’a n’y laisser qu’une seule boule,
selon le protocole suivant :

— on tire trois boules simultanément ;

— si les trois boules tirées ont pour numéros a, b et ¢, avec a < b < ¢, on élimine les boules de
numéros a et ¢ puis on replace dans le sac la boule de numéro b;

— on recommence les opérations précédentes.

Au bout de n tirages, il ne reste plus qu'une seule boule, et on note D,, son numéro. Pour tout entier
k, on note P(D,, = k) la probabilité que la derniere boule restant dans le sac soit celle de numéro k.

I Etude des petits cas
1. Déterminer la loi de la variable aléatoire D;.
2. Déterminer la loi de la variable aléatoire D,.

II Valeurs extrémes et symétrie
1. Déterminer la probabilité P(D,, = 0).
2. Déterminer la probabilité P(D,, = 1) en fonction de n.

3. Soit ¢ entier compris entre 0 et 2n. Pourquoi a-t-on P(D,, = i) = P(D,, = 2n —1i)?

4. Calculer 'espérance de la variable aléatoire D,, en fonction de n.




Eléments de réponse

Exercice 1 — placement sur une table circulaire

On imagine bien les personnes se présentant devant nous et a placer en respectant la consigne. On
s’apercoit que chaque fille a un garcon a sa gauche et a sa droite. On peut donc constituer des trios
autour des 6 filles :

Trio = une fille avec a sa gauche un garcon et a sa droite un gargon

et il restera 3 garcgons isolés. Pour constituer ces 6 trios préparatoires autour des 6 filles, il y a

15!
(15><14)><(13><12)><---><(7><6)><(5><4):35|

facons de faire, et autour de ces 6 trios, il y a 3 groupes de 1 garcon solitaire :
trio, trio, trio, trio, trio, trio, solitaire, solitaire, solitaire

et il s’agit maintenant de placer tous ces petits groupes sur les chaises.

Il suffit de se fixer un point de départ (sans le dénombrer puisque la table est circulaire et qu’'on
ne s’intéresse qu’aux positions relatives des individus). On place donc arbitrairement une fille (et
son voisin gargon de gauche et son voisin gar¢on de droite). Puis on choisit le groupe qui vient tout
de suite a gauche de ce trio : isolé ou trio, peu importe. Il y a 8 choix (8 groupes). A nouveau, on
choisit le groupe, trio ou isolé, peu importe, qui viendra juste a gauche. Il y a cette fois 7 choix. Et
on recommence... Les placements se font donc de 8! fagons.

15!8! . .
ya i placements suivant la consigne.

Exercice 2 — sommes et formules du bindome

Pour n entier naturel supérieur ou égal a 2, calculons les sommes :
o (n " o (2n
Sl = Z k et 52 = Z k
k=0 k k=0 2k

UNE PREMIERE IDEE, AVEC UNE INDETERMINEE z DANS LA FORMULE DU BINOME

On rapelle la formule du binéme de Newton : % (TZ) a’b™=* = (a + b)™. Pour tout réel z,
=0

(1+2)" = P.(x) —Z(k) _ (0) ¥ (g)ﬁ (2)++ ()

L’idée est ici de dériver cette fonction polynomiale, ce qui aura pour effet de faire descendre 'ex-
posant a coté de (Z)

eyt = =3 (et

o= 11+ a2 = Pl) = 3 ([ )tk - 022 )



Dans 'idée d’appliquer (), on écrit astucieusement k? = k(k—1+1) = k(k — 1) + k.
- n " (n
St = Y k(k—1+1) Zk; +Y k
k=0 k k)= \k

: ,i;wf—”(k)ék(k)

= P/()+P(1)=n(n—-1)2"?+n2""" =n2"*(n - 1+2)

[Sl =n(n+1)2""2 pour n > 2]

Par (g1),
2n(2n — 1)(1 +2) = Py (v Z k(k <2:> a2

Pour obtenir des termes d’indices pairs uniquement, on peut penser a :

4 (—1)7 = 0 s% p est im'pair
2 si p est pair

ce qui nous incite a évaluer P/ en 1 et en —1 :

2n(2n — 1)(1 + 1) Z k(k — )( ) Z k(k — )( )
0=2n2n - (=12 = % k(k-1)(3 x—> 2= & k(k - (%) (- Dk

car k — 2 et k ont méme parité. En sommant ces deux égalités, il vient :
2n—2 & 2n k
2n(2n — 1)(1+1) = > k(k-1) i (1+(—1)%)
k=0
2n
= 2k(k —1
> (%)

k pair compris entre 0 et 2n

_ pz:)élp(Qp —1) (ZZ)

n 2n n 2n
n(2n — 1)22"3 = 2 —1< >:25— ( )
( ) pz:%p(p )2p 3 pz:%p 2

Terminons avec les dérivées premieres P/ (x) et les mémes idées :

n(l+x)" =P, (x Zk( ) ol

et par évaluation en 1 et en —1 :

ongt = 3 k(%) = 3 k()

o = EH)en = Erp)e



On soustrait :

ona g = SO R(P) - (c1p
n = > (1 (="
imo \Kk
il ne subsiste que les termes d’indice k pair
" 2
= Z2p< ”) X 2
p=0 k
_ " 2n
p=0 P

et finalement,
2S5y = n(2n — 1)2%"73 4+ n2?"" 2 = n2*" 3 (20 — 1 + 2)

[Sg =n(2n + 1)2%* pour n > 2}

UNE AUTRE IDEE, AVEC UNE FORMULE SUR LES COEFFICIENTS BINOMIAUX

On va utiliser le fait que grace aux factorielles, p(’;:) se simplifie : —2™ — = pm!
va avoir :

() = () owemone (7) = 2(21)

Pour p e N*, m > p, on a

ZL(ZL—_ 11> B % = 1>!<7(nm—_113! -1 p!(mmi DI (T;)

Dans 'idée d’appliquer (x), on écrit astucieusement k? = k(k — 1+ 1) = k(k — 1) + k.

n

- Rueren) R ) )
- ) £4()

et par (%) : i

- n—2 " (n—1
- B (i) i)
= 0% (17 e ()

On rapelle la formule du binéme de Newton : - (?) a’b™*t = (a + b)™.
=0

S = nn—1)0+1D)"2+n1+1)" ' =nn—-1)2"2+n2"" =n2"?(n—1+2)

[Sl =n(n+1)2""2 pour n > 2]

Dans la fagon de faire qui suit, on va utiliser les idées suivantes :

2n

Z Uk = E Up + E Up
p=0 p pair,0<p<2n p impair,0<p<2n

2n

S (=1Dru, = > Up — > Uy
p=0 p pair,0<p<2n p impair,0<p<2n

5

pl(m—p)! = pp—1)!(m—p)! —

. On



puisque quand p est pair, (—1)? = 1 et quand p est impair, (—1)? = —1.

On remarque que :
1 2n\ 1 2n
== 2k)? S Z 2

k=0 p pair,0<p<2n p

et pour suivre nos idées, il est intéressant de poser en parallele :
1 2n
2
Ty = - Z p
p impair,0<p<2n p

de sorte que :

=0
et par la formule de S; appliquée en 2n :

1
= Z(2n)(2n +1)22"72 = n(2n + 1)22"73

12% ,(2n
Sp+ Ty = 4Zp2<p>
P

2n
et que, d’autre part, S, — Ty = i S (—=1)rp? (Q;L). Pour calculer cette somme, il n’y a qu’a reprendre
légerement différemment le calcul de 57 ...
Pour z € R,
> k2<n>xk = > k(k-1) <n>xk +3 k<n>a:k
im0 \k k=2 k o \k
= n(n—l)x2§: <n—2> —i—ni (n—l)
i \k =2 = \k =1
n—2 ) ) n—1 -1
= nn—1)2") " )xJ—HM:Z (n , )xj
j=0 \ J j=0 \ J
= nn—-1)2*1+2)" 2 +nz(1+z)""
et donc
> 2 (21 2 2n—2 2n—1
Sk e = 2n(2n — 1)z*(1 4+ )" 4+ 2nx(1 + )"
k=0
On évalue en x = —1. Comme 2n — 2 € N*, on a 0272 = 0, et comme 2n —1 > 0, on a 0>"! =0

(ma vigilance est due au fait que 0° = 1, donc il ne faut pas trop se précipiter).

2n 2n
Zk2<k>(—1)k =0 puis Sy — T, =0
k=0

So+ Ty =mn(2n+1)223

donc [5’ =n(2n + 1)224 0urn>2].
Sy~ Ty =0 2 =nl2n + )2 p

A ce stade, on a {

Terminons par le cas n = 1, qui se traite a part :

! 1 1
51:2k2< ) :12< ) =let1(14+1)2"2=1
= \k 1

donc la formule que nous avions trouvée pour S s’étend a n € N*.

: 2
Sy = Zk2<2k> =let1(2+1)27%= i

k=0

donc la formule que nous avions trouvée pour Ss ne s’étend pas a n € N*.




Exercice 3 — relations entre coefficients

Soit n un entier naturel non nul et soit, pour tout k entier tel que 0 < k < 2n, a le coefficient de
2% dans le développement de I'expression P,(z) = (1 + x + z%)".

Familiarisons-nous :

n=1 P(z)=1+4z+2?

n=2 Pr)=1+2x+32°+22° + 2*

n=3 Pr)=(1+2+2")P(z) = Py(z) + 2Ps(x) + 2°Py(x)
Py(z) = 1+ 3z + 62 + 72° + 62" + 32° + 2°

DES IDEES IMPORTANTES POUR CERTAINS PASSAGES DE L’EXERCICE

 On rappelle la formule du bindme (valable pour n € N avec la convention 0° = 1) :

k=0
o On rappelle qu'on peut identifier les coefficients de deux fonctions polynomiales :

Ve eR, co+ciz+-+epa™=dy+diz+ - +dpa™) = (co=do, c1 =dy, ...Cp =dp,)

o Quels coefficients obtient-on quand on multiplie deux fonctions polynomiales ?

k
(ap + a1z + ama™)(bo + by + - + bya") =co+ -+ - + Con @™ OU ¢ = Z aibp—;
i=0

En effet,
m n m n
(Z (lg(L'Z)(Z bjrl) = ZZagbjx”j
=0 3=0 =0 j=0
n+m
= Z Z agbjx®
k=0 (£,5)/ t+j=k
n+m k
k=0 =0
1. Montrons que aga; — ajas + asag — - -+ — Aop_102, = 0.

C’est vérifié dans nos exemples de familiarisation parce qu’on remarque que
ag = Aoy, A1 = Aop_1,..., Ay = Q2,_pn. Montrons cette « symétrie ».

PAR RECURRENCE ,
n
Soit F, : « dans P,(z) = 3 apa®, les coefficients vérifient aj, = as,_ pour tout k compris
k=0

entre 0 et n ».
Par notre familiarisation, F;, F3 et F3 sont vraies.



Soit n € N* tel que F,, est vraie.

P,i(x) = Zakx (14 z + 2%

= (ao + a1z + -+ agar®)
+(apx + a12” + -+ + ag,x”" )
+(apr® + a12® + - - - + agpp 2" ?)

= ag+ (ap +a1)w + (azy + a1 + ag)x® + - - + (agp + Gop_1 + A2p_2)7

2n+1 2n+2
+(a2n + azn_1)ZL' + Ao2nT

2n

Le terme en 2* a pour coefficient aj, + ay_1 + ax_2, soit par hypothése de récurrence

Uon—k T A2n—k41 + A2 k12, SOIL €NCOTE Ao(ni1)—k + A2(nt1)—k—1 T A2(nt1)—k—2, CE qUI est bien le
coefficient du terme en z2(tD-k,

Fni1 est vraie, ce qui acheve la récurrence.

PAR UNE ASTUCE

Pour x # 0,
2\n 2n 1 1 n
P,(x) = (14+z+2")"=z (1+——|—?)
— 2nP — x2n Z a
:L'
n 2n )
= > a®* = as,_;j2’ (changement d’indice)
7=0
2n 2n .
Donc 3 apz® = . asn—;o’ et par identification des coefficients de deux fonctions polyno-
k=0 §=0

miales, pour tout k compris entre 0 et 2n, on a a; = ag,_k.
On a donc en particulier : aga; = a2,02,—1, @102 = A2y,_102,_2, €tcC.

ENCORE UNE IDEE (de I'un des participants qui se reconnaitra!)
Par la formule du bindme deux fois de suite :

P,(x) = Z (z + 22)" Z " Z kg
k=0 im0 \k) i \J
¢ = j + k dans la deuxiéme somme

- £ ()0
k=0 (=k k
n k
SR S i [ P
(6,k)/ 0<k<n et k<e<2k EJ\l—k
2n
- ZCL@Z‘K
{=0

n k
Ay =
‘ | | k)\C—k
k entier, =<k<min(¢{,n)

4
2

avec



Soit £ fixé entre O et n. Ona2n — € > n et

n k
on-t = ;—um (k;) <2n . k>

k entier, =

changement d’indice j =/ + k —n

B Z < n )(j—€+n>
j entier, £<j<t j—Lt+mn n—Jj

n 7 .
= > (n - j> (ﬁ : j) par (x) ci-dessous

J entier, %gjéﬁ

j entier, £<j<t J)\E=J

par propriété < ) = ()
n—17 J

() : Montrons (;)(2) = (2) G=2)-

@)CD - mw%aﬂmJi@!

b! ! (b—c)!
(b—a)lc!(a—c)!  c(b—c)(b—a)(a—-c)

(9)6-2)

[GOCM — Q102 + G203 — + -+ — Q2102 = Oj

2. Montrons que a2 — a? + a3 — a2+ -+ (=1)" " 'a?_, + (=1)"a? = a,.

Le membre de gauche est, par la symétrie observée « ay = agn_x », . (—1)*aras,_. Quand
k=0
on développe :

Po(2)Po(—2) = (ag + a1 + - - - + agnx™)(ag — a17 + ag2® — azz® + - - - + (—1)*ag,2*")

le terme en degré 2n est justement i (—1)7a;ag,_,;. Mais par ailleurs,
=0
Q4+z+2)1 -4+ =142+ —2z—-2> -2+ 22+ 23 +2* =14+ 22 +2*
Donc P,(z)P,(—x) = P,(2?) et le coefficient du terme en degré 2n est bien a,, dans P,(z?).

(—at+ad—a+- o+ ()", + (-1l = a,

3. Montrons que ag + az + ag + -+ - + az, = ZF et ag +ag+ -+ + agpg = 5L
2n
3"+1 =P,(1)+Pu(-1) =3 1+ (=1)")ay, = > 2ay,
k=0 0<k<2n, k pair
2n
3"—1 =P,(1)=Py(=1)= > (1= (=1)")a = ) 2ay,
k=0 0<k<2n, k impair

4. Montrons que

ar — Nag_q1 + (Z) ag_o+ -+ + (—l)k <Z> ag = 0 si k n’est pas multiple de 3

9



k .
On est face & 32 (;)(—1)Jak_j, d’ou Iidée de développer
j=0

=0

_ ?:0 (igjk(—ni(?) aj> o
S (f:(—1)i<77> a,H) z*

k=0 \i=0

(1= o)1 4oty = (zn: (@)(—1)%") (iaﬂj)

identification des coefficients,

S (e - {0 k7 {0.3,...3n)

: j (—D)(}) sik=3Conle{0,1,...,n}

Exercice 4 — principe des tiroirs
Enoncé 1
Enoncé modifié
On considere 17 mathématiciens qui travaillent sur au maximum 3 problémes. 8 d’entre eux ne

travaillent que sur un seul probleme. Vérifier qu’il y a au moins 3 mathématiciens qui travaillent
sur un seul et méme probleme.

Notons :
— ny le nombre de personnes qui traitent le probleme P,
— N9 le nombre de personnes qui traitent le probleme P,
— ng3 le nombre de personnes qui traitent le probleme Ps.

On a nq + ny + ng = 8. Raisonnons par I'absurde en supposant que tous les n; valent au plus 2.
Alors ny 4+ no + n3 < 6, ce qui est impossible. Donc il existe ¢ tel que n; > 3.

Enoncé 2

Dix joueurs ont pris part a un tournoi d’échecs ou chaque joueur doit jouer exactement une partie
contre tous les autres joueurs. Un joueur marque 1 point s’il gagne un duel, il perd un point s’il
perd le duel et 0 point clot un duel avec match nul. A la fin du tournoi, on constate que plus de
70% se sont terminés par un match nul.

Montrons que deux joueurs ont le méme score final.

Commencons par calculer le nombre de duels joués.
— Le joueur Jj joue contre Js, ..., Jio,
— J joue contre J; (déja comptabilisé) et contre Js, ..., Jio,
— J3 joue contre Jq, Jo (déja comptabilisé) et contre Jy, ..., Jio,
— etc.

ce qui fait 9+8+7+---+1= 9(1;9) = 45 duels.

Par hypothése, au moins % X 45 = %, soit au moins 32 duels sont des matchs nuls. Il reste

45 — 32 = 13 duels qui voient une fin en victoire-défaite.

10



Raisonnons par ’absurde en supposant les 10 joueurs ont des scores totaux tous distincts. Il y en
a au plus un qui a un score total nul, et donc au moins 9 qui doivent se partager les 13 duels avec
victoire ou défaite.

(nbre de joueurs dont le score final est > 0) + (nbre de joueurs dont le score final est < 0) > 9

et I'un au moins de ces deux nombres vaut au moins 5 (sinon, on a la contradiction 4 4+ 4 < 9).
Mettons que c’est le nombre de joueurs a score final strictement positif qui vaut au moins 5 (adaptez
la rédaction dans l'autre cas de figure). Puisque les scores sont tous distincts, il y aura dans ces
scores :

1+24+3+4+5+...

dépasse strictement 13

et il y a strictement plus de 13 duels voyant une fin en défaite-victoire. C’est exclu.

Principe des tiroirs : Quand on range n 4+ 1 chaussettes dans n tiroirs, deux chaussettes au
moins se retrouvent dans le méme tiroir.

On peut généraliser : par exemple, quand on range 50 chaussettes dans 4 tiroirs, il y a au moins un
tiroir qui contient 13 chaussettes.

Démonstration par I’absurde : si tous les tiroirs contiennent au plus 12 chaussettes, alors on a au plus 4 x 12 = 48

chaussettes, ce qui est exclu.

Exercice 5 — tiré du concours général 2021

Soit n un entier naturel non nul. Dans un sac, on place 2n + 1 boules indiscernables au toucher et
numérotées 0, 1,2, ... 2n. On vide alors progressivement le sac jusqu’a n’y laisser qu’une seule boule,
selon le protocole suivant :

— on tire trois boules simultanément ;

— si les trois boules tirées ont pour numéros a, b et ¢, avec a < b < ¢, on élimine les boules de
numéros a et ¢ puis on replace dans le sac la boule de numéro b;

— on recommence les opérations précédentes.

Au bout de n tirages, il ne reste plus qu'une seule boule, et on note D,, son numéro. Pour tout entier
k, on note P(D,, = k) la probabilité que la derniére boule restant dans le sac soit celle de numéro k.
I Etude des petits cas

1. On tire 3 boules dans {1,2,3}, on élimine les numéros extrémes (0 et 2) et il reste donc 1.
D; est la variable aléatoire certaine égale a 1.

2. On prend l'urne {0, 1,2,3,4}. On tire 3 boules, on en enléve 2 (les deux extrémes), il reste 3
boules et on en enleve 2 (les deux extrémes).

Premier tirage | il restera | valeur prise par Dy
012 134 3
013 124 2
014 123 2
023 124 2
024 123 2
034 123 2
123 024 2
124 023 2
134 023 2
234 013 1

11



La loi de la variable aléatoire D, est donnée par :

10 10

(D) = (12,3} et P(Da = 1) = — (D= 3) et P(D: =) =

II Valeurs extrémes et symétrie

1. La boule numéro 0 est forcément tirée a un moment (au plus tard, au dernier tirage) et sera
la plus petite du tirage donc sera écartée.

[P(Dn —0) = 0]

2. o Si c’est la boule 1 qui reste a la fin, il a fallu qu’au dernier tirage, on ait 0,1 et n’importe
quelle autre boule. On est donc assuré que 0 n’a pas été prélevée avant (sinon, elle aurait la
plus petite et aurait été écartée), et aussi que 1 n’a pas été prélevé non plus (sinon, il aurait
aussi été le plus petit et aurait été écarté).

o Réciproquement, si 0 et 1 n’ont pas été prélevés avant le dernier tirage, alors ils sont tirés
tous les deux au dernier tirage, et 1 se retrouve étre en position intermédiaire et reste dans
I'urne : D,, prend la valeur 1.

Nous cherchons donc ici la probabilité que 0 et 1 ne soient tirés qu’au dernier tirage, et

pas avant.
2n—1
3

2"; ! ) tirages sans le 0 et le

2n—1

1. La probabilité de ne pas obtenir le 0 et le 1 au premier tirage est (2,111%
3

— Au premier tirage, il y a ( ) tirages équiprobables, dont (

2n—3
3

2n—1

3 ) tirages sans le 0 et

)

le 1. La probabilité de ne pas obtenir le 0 et le 1 au deuxiéme tirage est ﬁ
3

— Au deuxieme tirage, il y a ( ) tirages équiprobables, dont (

— etc.
— A Pavant-dernier tirage (le (n — 1)—ieme), il y a 5 boules dans l'urne, soit (g) tirages

équiprobables, dont (g) = 1 tirages sans le 0 et le 1. La probabilité de ne pas obtenir le

3
0 et le 1 a ce tirage est E;ﬁ;

3

2n—1 2n—3 3
3 3 3
P(D, =1) = (2n+1) X <2n—1) Koo X (5)
(5 () ()
Les termes se simplifient deux par deux sauf le premier dénominateur et le dernier numérateur.

3.2.1
2n+1)(2n)(2n—1)"

{P(Dn =1) = n(2n+1§(2n—1)]

3. Soit i entier compris entre 0 et 2n. On a P(D,, = i) = P(D,, = 2n — i) pour des raisons de
symétrie du role de i vis-a-vis de 0 par rapport au role de 2n — ¢ vis-a-vis de 2n, au sens ou :

Il reste (2”}1) =1

— 0 joue vis-a-vis de la valeur minimale le méme role que 2n a vis-a-vis du maximum, et
I'expérience décrite accorde un role similaire au minimum et au maximum,

— 1 joue vis-a-vis de la valeur minimale le méme réle que 2n — 1 a vis-a-vis du maximum,
et I’expérience décrite accorde un réle similaire au minimum et au maximum,

P(D, = 1) = P(D, = 2n — 1)
— etc.
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[Pour i compris entre 0 et 2n, P(D,, =1i) = P(D,, = 2n — z)]

4. Calculons 'espérance de la variable aléatoire D,, en fonction de n.
LE PLUS ELEGANT :
Par la question précédente, pour i compris entre 0 et 2n, P(D,, = i) = P(2n — D,, = i), donc
D,, et 2n — D,, suivent la méme loi, et donc on la méme espérance.

E(D,) = E(2n — D,))

et par linéarité de l'espérance (propriété E(aX + b) = aE(X) + b pour a et b réels), on a
E(2n — D,) = 2n — E(D,), et en reportant dans I’égalité ci-dessus, E(D,,) = n.

CE QUE CERTAINS ONT PENSE :

IP(Dy =1) 4+ (n—1)P(D,=n—1) +

(n+1)P(D, =n+1)+---+2nP(D, = 2n)

= (0+2n) (Dp=0)4+(1+2n—1)P(Dy=1)4---+
(mn—1+n+1)P(D,=n—-1)+nP(D,=n)

= 2n[P(D =0)+---+P(D,=n—-1)]4+nP(D, =n)

= QZP +P(D,, =n)]
[P(Dn =0)+P(D,=1)+---+P(D, =n)] par 3.

= nxl1

E(D,) = OP(D, =0)+
nP(D, =n) +

OU ENFIN PAR LE CALCUL :

2n—1
E(D,) = > iP(D,=1)
i=1
2n—1
= Y iP(D, = 2n —1i) par la question précédente
i=1

2n—1
= Y (2n—j)P(D, = j) changement d’indice j =2n — i
j=1
2n—1 2n—1
= 2n Z P(Dn :]) - Z ]P(Dn :])
j=1 j=1
= 2nx1—-E(D,)

13



