Feuille d’exercices n° 7 -bis MP
Entrainement lundi 20 novembre 2023

Plus facile — Exercice CCINP PC 2023 .

On rappelle le théoréme de la division euclidienne pour les polynémes : si U € C[X] et V' € C[X] sont deux polyndmes
avec V # 0, alors il existe un unique couple (Q, R) € C[X]? tel que :

U=VQ+R avec deg(R) < deg(V)

Les polynomes @ et R sont respectivement appelés le quotient et le reste dans la division euclidienne du polynéme
U par V.

Dans cet exercice, on se donne un entier n € N* et un couple (4, B) € C,[X] x C[X] tel que deg(B) = n+ 1. On
consideére également 'application ¢ définie sur C,,[X] qui & un polynéme P € C,[X] associe le reste dans la division
euclidienne de AP par B.

Par exemple, si on suppose que l'on a :

n=2 A=X? B=X3-X, P=X’+X+1,
alors, en effectuant la division euclidienne de AP par B, on obtient :
AP=X*4+X?>4+X?2=BQ+R avec Q=X+1 et R=2X?>+X,

donc on a p(P) =2X2 + X.

Partie I - Généralités sur I’application ¢

Dans cette partie, on démontre que 'application ¢ est un endomorphisme de C,[X].
Q1. Justifier que pour tout polynéme P € C,[X], on a p(P) € C,[X].

On considére deux polyndmes P; € C,[X] et P, € C,,[X]. Par le théoréme de la division euclidienne rappelé dans la
présentation, il existe (Q1, R1) € C[X] x C,[X] et (Q2, R2) € C[X] x C,,[X] tels que :

AP1:BQ1+R1 et APQ:BQQ"‘RZ

Q2. Soit A € C. Exprimer le quotient et le reste dans la division euclidienne de A(P; + AP») par B en fonction de
A et des polynomes @1, @2, Ry et Rs en justifiant votre réponse. En déduire que ¢ est un endomorphisme de
Pespace vectoriel C,[X].

Partie II - Etude d’un premier exemple
Dans cette partie uniquement, on suppose que :

n=2 A=X24+2X e B=X>+X?’-X-1.

Q3. Montrer que la matrice de 'endomorphisme ¢ de C3[X] dans la base (1, X, X?) est :
0 1 1
M=[2 1 2] eMy0).
1 10

Q4. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice M.

Q5. Justifier que ’endomorphisme ¢ est diagonalisable. Déterminer une base de C3[X] formée de vecteurs propres
de ¢.
Partie III - Etude d’un second exemple

Dans cette partie uniquement, on suppose que n = 2 et que B = X3. Comme A est un élément de l’espace vectoriel
Co[X], il existe (a, 8,7) € C3 tel que A = a+ X +yX2.



Q6. Montrer que la matrice de ’endomorphisme ¢ de C3[X] dans la base (1, X, X?) est :

a 0 0
T=|8 a 0] eM;3(C).
v B«

Q7. Montrer que ’endomorphisme ¢ est diagonalisable si et seulement si le polynéme A est constant.

Partie IV - Etude du cas ot B est scindé a racines simples

Dans cette partie, on ne suppose plus que n = 2 : le nombre n est un entier quelconque de N*. Jusqu’a la fin de
I’exercice, on suppose que B est un polynoéme scindé a racines simples. On note xy, ..., z, € C les racines de B qui

sont donc des nombres complexes distincts.

On définit les polynomes de Lagrange Lo, ..., L, € C,[X] associés aux points zg, ..., z, par :
n
X — ZT;
vk € [0 Ly = .
[[ ,n]], i H T — &4
=0
i#k

En particulier, les relations suivantes sont vérifiées :

‘ ) LS =k
V(k,])e [[O,TL]] ) Lk(xj)_{ 0 si j#k

IV.1 - Décomposition avec les polynémes de Lagrange

Q8. Soit P € C,[X]. Montrer que zy,...,z, sont des racines du polynéme D = P — Z P(x;)L;.
i=0

n
Q9. Déduire de la question précédente que pour tout P € C,[X], on a P = Z P(x;)L;.
i=0

Q10. Montrer que (Lo, ..., Ly) est une base de C,,[X].

IV.2 - Réduction de ’endomorphisme ¢

Pour tout entier k& € [[0,n], on désigne respectivement par Qi € C[X] et Ry, € C,,[X] le quotient et le reste dans la
division euclidienne de ALy par B.

Q11. Soit (j, k) € [0,n]?. Montrer que Ry(z;) = 0sij # k et que Ry(zy) = A(xy).

Q12. En utilisant Q9, en déduire pour tout k € [0,n] que ¢(Ly) = A(xy)Lg.

Q13. Justifier que 'endomorphisme ¢ est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.




Plus difficile — Extrait CCINP PC 2013 '

Soient n et p deux entiers naturels non nuls, K ’ensemble R ou C.
Pour M € M, (K) et A € K, on note :

ker(M) = {X € M,,1(K) tel que M X = 0},
Im(M)={MX, X € M,1(K)},
Sp(M) le spectre de M,

E\(M) = ker(M — A1)

et Imy(M)=Im(M — \L,).

On définit [A, B] € M,,(K) par la formule : [A, B] = AB — BA.
On définit 'endomorphisme [f, g] de F par la formule : [f,g] = fog—go f.

Partie I : passée
Partie II
Soit n € N* et soit (A, B) € (M,,(K))2.

I1.1. Dans cette question, on suppose qu’il existe e vecteur propre commun a A et B.

IT.1.a. Montrer que e € ker([4, B]).
II.1.b. Vérifier que rg([4, B]) < n.

Dans toute la suite de cette partie II, on suppose que K = C.

On dit que A et B vérifient la propriété H s'il existe A € Sp(A4) tel que :
E\(A) C ker([A, B)).

I1.2. Montrer que si [A, B] = 0,, alors A et B vérifient la propriété H.
I1.3. Dans cette question, on suppose que A et B vérifient la propriété H.

I1.3.a. Pour tout X € Ey(A), on pose ¢(X) = BX. Montrer que ¢ définit un endomorphisme de E)(A).
I1.3.b. En déduire I'existence d’un vecteur propre commun & A et B.

Pour k& € N*, on note Py la propriété suivante :

pour tout C-espace vectoriel E de dimension k et pour tout couple d’endomorphismes (p, 1) de E tels que
rg([e, ¥]) < 1, il existe un vecteur propre commun & ¢ et 1.

I1.4. Vérifier la propriété P;.

I1.5. Dans cette question, on suppose que Py est vérifiée pour tout entier k € [1,n — 1] et que A et B ne
vérifient pas la propriété H.

On note C' = [A, B], on suppose que rg(C') =1 et on considére A € C une valeur propre de A.

I1.5.a. Justifier existence de u € M,, 1(C) tel que Au = Au et Cu # 0.
I1.5.b. Vérifier que Im(C) = Vect(v) ot v = Cu.
I1.5.c. Montrer que Im(C) C Imy(A4).
I1.5.d. Etablir les inégalités suivantes : 1 < dim(Imy(A)) < n — 1.
Pour tout X € Imy(A), on pose p(X) = AX et ¢(X) = BX.
I1.5.e. Montrer que [A, A — \I,] =0, et [B,A— \,] = —-C.
En déduire que ¢ et ¢ définissent des endomorphismes de Imy (A).
I1.5.f. Montrer l'existence d’un vecteur propre commun a ¢ et ¥ ; en déduire qu’il en est de méme pour A et
B.

I1.6. Montrer que pour tout n € N*, P, est vraie.

Partie III : passée



Partie IV

T

Soit n € N avec n > 2. On note N/ = D] €M 1(C)| Fi € [1,n] tel que z; =0

Tn

Soit A € M,,(C) et X un vecteur propre de A. On dit que X est sous forme normale si :

IvV.1.

Iv.2.

IVv.3.

IvV.4.

X eN ou ilexiste N € Sp(4) et il existe U € N tel que X = (A — N'I,)U

Dans cette question, on suppose que A posséde une valeur propre X telle que dim(Ey(4)) > 2.
Montrer que A admet un vecteur propre sous forme normale associé a la valeur propre A.

On note A, (C) le C-espace vectoriel des matrices M € M, (C) antisymétriques, c’est-a-dire telles que
MT =—-M.
Pour tout M € A,(C), on pose : ©(M) =AM + MAT et p(M) = AMAT.

IV.2.a. Montrer que A, (C) # {0,}.

IV.2.b. Montrer que les colonnes d’une matrice M € A, (C) sont des éléments de N.
IV.2.c. Montrer que ¢ et ¢ définissent des endomorphismes de A,,(C).

IV.2.d. Vérifier que p o) =1 o .

Dans cette question, on suppose que A posseéde au moins deux valeurs propres distinctes, notées Ay et \o.

On considere X7 un vecteur propre de A associé a la valeur propre A; et X un vecteur propre de A associé a
la valeur propre As.

On note B = X 1 Xs' — XoX; .

IV.3.a. Montrer que B vérifie chacune des propriétés suivantes :
i) Be A,(C);
ii) B #0,;
iii) AB+ BAT = (\ + \2)B;
iv) ABAT = (\\2)B.

IV.3.b. En déduire que (A — A\ 1,)(A — A1) B = 0,,.

IV.3.c. Dans cette question, on suppose que (A — A21,) B = 0,,. Montrer qu’au moins 'une des colonnes de B
est un vecteur propre de A sous forme normale.

IV.3.d. Dans cette question, on suppose que (A — A\2I,,)B # 0,. Montrer que A posséde un vecteur propre
sous forme normale.

Dans cette question, on suppose que A ne posséde qu’une seule valeur propre A.

IV.4.a. Montrer Pexistence d’une matrice B € A,,(C) non nulle vérifiant chacune des propriétés suivantes :
i) il existe a € C tel que : AB+ BAT = aB;
ii) il existe 8 € C tel que : ABAT = 3B.

IV.4.b. Vérifier que (A% — aA + BI,)B = 0,,.

IV.4.c. Montrer qu'il existe (,d) € C? tel que (A —vI,)(A — 01,)B = 0,,.

IV.4.d. Dans cette question, on suppose que (A —0I,)B = 0,,. Montrer que A posséde un vecteur propre sous
forme normale.

IV.4.e. Dans cette question, on suppose que (A — 61,)B # 0, et § = X. Montrer que A posséde un vecteur
propre sous forme normale.

IV.4.f. Dans cette question, on suppose que (A — 61,,)B # 0,, et § # X. Montrer que A — §I,, est une matrice
inversible et en déduire que (A —~I,)B = 0.

IV.4.g. Que conclure?




