Feuille d’exercices n° 4 MP
Familles sommables 2023-2024
Procédés de sommation

n 7 ?
(x) Exercice 1  Exprimer 3 (—1)*a; en fonction de ;agk et ;a2k+1.
k=0 ? ?

(x) Exercice 2 Soient a et b € C. Montrer (sans faire de récurrence) que

vneN, o™ — "t = (a—b) ) aFpnF
k=0

1 1
(x) Exercice 3 Montrer que Z @ et Z m convergent, et calculer

| e 1
S_,;O(%)! et T_];)(2k+1)!

(x) Exercice 4 On donne la formule : Y k2 = nndtD@ndl)

k=1 6

1. Calculer » Y i — jl. 4. Calculer S1 =Y ">~ - (réponse n(n1))

i=1j=1 im0k=i " T
2Cllii('+') non 2

. Calculer i : _ ,
P et J 5. Calculer SQ = ;) kz::z [ (reponse
: QI n(nt D(dnt5)
3. Pour i fixé entre 1 et n, calculer Z min(i, 7). 36 :
j=1

n n
(»x) Exercice 5 Pour § € R et n € N, calculer les sommes S,, = Z cos(kf) et T, = Z sin(k6).
k=0 k=0

(»*) Exercice 6 Soient z € R et n € N*. Calculer C), = Z <Z> cos(kx).
k=0

(»x) Exercice 7 Soient n € N, z € R. Exprimer cos(nz) et sin(nz) en fonction de puissances successives
de cosz et sinz.

) n n
(x) Exercice 8 Calculer les deux sommes : S, = Z ( k:) et T, = Z ( k:)

0<k<n, k pair 0<k<n, k impair

(»*) Exercice 9 Calculer (1 +14)" de deux facons différentes et en déduire les sommes suivantes :

2 (_1)k<;f> « 2 (_1)k(2k11>

k|0<2k<n E|0<2k+1<n

(x) Exercice 10

n,ona ()220 = ()®).

<
P n—1

2. En déduire les sommes S1 = Y (}) (Z:Z) et So= > (}) (]f)
=0 fe=i

1. Montrer que, pour 0 < k < p



(x) Exercice 11  En utilisant la formule de Pascal, éventuellement par récurrence (mais pas obligatoire-
ment !), montrer que pour tout couple (n,p) d’entiers naturels vérifiant 0 < p < n, on a

()= ()

(»x) Exercice 12

. L. e 2 gk no
1. Soit n € N*. Vérifier I'identité > ~——= > .
k=1 k=n+1
1 ) ., 1o (—1)k—1
2. En déduire la valeur de la somme harmonique alternée : > *—— =In2.
k=1

(xx) Exercice 13  Pour (n,p) € (N*)2, on pose
() - G
Upp=—|—) ——— | ——=
e \p p+1\p+1

oo o0 o0 o0 oo [e.e]
D Unps D Unp, PUIS DD tnpet DD uny
p=1 n=1

n=1p=1 p=1n=1

Calculer

Commentaire ?

(x) Exercice 14 En discutant suivant les valeurs du réel «, étudier la sommabilité de la famille

1
((p+n)a )p,n}l.
+00 +00o 1 +o00o 1
(x) Exercice 15 Montrer l'identité : > > 5 = iz
n=1k=n k=1
. +oo 1 Tl'2
(x) Exercice 16 On admet que 21 =T
n=
. . ﬁ sip<gq
1. Montrer que la famille (u, ), qen+ est sommable et calculer sa somme, ot uy 4 = S a-p )
sinon

est sommable et calculer sa somme.

2. Montrer que la famille (m)p@\] .

+oo 400

(x) Exercice 17  Calculer 3. > 4.
n=0 k=n+1

(x*x) Exercice 18 Soient a et b des nombres complexes distincts de module strictement inférieur & 1.

Montrer que
00 anJrl _ bn+1 1 1
= X
a—>b 1—a 1-0

n=0

Vv

(»x) Exercice 19 Pour n € N, on pose ap =0 = by et a, = % =b,sin > 1
1. Montrer que les séries > a,, et >_ b, convergent.

2. Montrer la divergence (grossiére) de leur série produit de Cauchy.

Banque épreuve orale : 89.



