Feuille d’exercices n° 4 MP
Séries numériques (et vectorielles) 2024-2025
Révisions sur les suites numériques

Révisions sur les suites numériques I

n
1
E icel P € N¥ :E _—
(x) Exercice our n Up, 2 ook —1

Montrer que (u,) est monotone et convergente.

up :0,1

(x) Exercice 2  Soit f(z) = 2ze™™ et la suite u donnée par .
Unt1 = [(un) pour n € N

1. Montrer : Vn € N, 0 < up < Up+1 < 1.

2. Montrer que la suite u converge vers In 2.

(xxx) Exercice 3 Etudier la suite donnée par ug > —2 et up4+1 = /2 + u,. On sera amené a discuter
suivant les valeurs de ug.

(x) Exercice 4 Etudier la monotonie et la convergence des suites réelles suivantes :
1. u donnée par son premier terme ug et la relation u,4+1 = u, + e*».
0 n+ n

2. v donnée par son premier terme vg et la relation v,41 = v, — €.

3. w donnée par : wy > 0 et la relation de récurrence wy+1 = \/ w2 + wy,.

(x) Exercice 5 On pose, pour tout réel , f(z) = 22 — x et on considere la suite u définie par la valeur
de ug réel et la relation : u,+1 = f(uy,) pour tout entier naturel n.
1. Etudier rapidement les variations de f et déterminer le signe de f (x) — x.
2. On suppose que ug > 2.

(a) Montrer que u, > 2 pour tout entier naturel n.

(b) En déduire la monotonie de (u,). Préciser la limite de u,, quand n — +oc.

(¢) Montrer que pour tout réel x supérieur ou égal a 2, f/(z) > 3. En déduire que pour tout entier
naturel n, w,+1 — up = 3(uy — Up—1), puis que upt1 — up = 3" (ug — up).

(d) Retrouver alors le résultat de b).

3. Ici ug = —3. Que peut-on dire quant & la convergence de (uy,) ?
1 1
4. On suppose ici que 3 < ug < 2. Dans le cas ou « Vn € N, 3 < u, < 2», que peut-on dire de la

1
monotonie et de la convergence de (u,)? En déduire qu'il existe un entier ng tel que uy, ¢]§, 2[.

(»x) Exercice 6 On consideére la fonction f,, définie, pour tout réel x, pour n € N*, par :
falz) =2° +nx — 1

1. Montrer que, pour n entier supérieur ou égal a 1, il existe un unique réel u, tel que f,(u,) = 0.

2. Montrer que 0 < u, < % Donner un équivalent de wu,,.

(»x) Exercice 7 Soit, pour n € N*, f,, 1z — Inx +x —n.

1. Etudier les variations de f, et montrer que I’équation fn(x) = 0 admet une unique solution z,.



2. (a) Montrer que pour > 0, Inz < z.
(b) Montrer que § <, < n.
(¢) Donner un équivalent de x,, puis montrer que z, = n — Inn + o(lnn).

(»+) Exercice 8

1

1. Montrer que Vn € N*, il existe un unique réel y, solution de I’équation : Inz +x = .

2. Etudier la convergence de la suite (yn). En notant ¢ sa limite, donner un équivalent de y,, — ¢ quand
n tend vers 4o0.

(x) & (%) Exercice 9

P P
1. Calculer les limites suivantes : lim lim (1 — l) et lim lim (1 — l) )
n——+00 p—+00 n p—+00 n—+00 n

2. Soit z réel. Calculer lim (1 - %) anJ‘

n—-+o00

3. Calculer

n Vv
lim ( o ) lim ( n ) lim n? (e% — en%l)
n—+oo \n + 1 n—+oo \n + 1 n—+o0

4. Donner un équivalent de v/n + 1 — \/n, de y/In(n + 1) — vInn et n?In(cos(L)) + "72 sin?(1).

5. Donner le développement asymptotique a 3 termes de

() ity (b) (n+1)In(n+1)~nln

n2+in+ 2

(x) Exercice 10  Etudier la convergence de (2y,), 2z, = 21

Séries numériques I

(x) Exercice 11 Etudier la nature des séries de terme général u,, dans les cas suivants :

1 T 2 1
1. ay = ——sin — dy = 2 8 hy =
an Tn sin 57 4. d, =In (cos(n)> n Jnlnn
n—1 5. en:ne_‘/ﬁlnn ' Inn
2. b, = T 6. f, = cos(2n) 9. i, = -
ST 3n2 —An 41
1 1 -1)"1
3. ¢p =cos(—) —1 T o gn= 5 10. j, = ()71171
n n?lnn n

(x) Exercice 12  Vérifier que

1 p!

1 1
(n:p) Cp—1 <(n+p—1)(n+p—2)...(n+1) (n+p)(n+p—1)...(n+2))

et en déduire que ) ﬁ converge et calculer sa somme (réponse —£-).

—1
n=0 p

n

ug €051
(x) Exercice 13  Soit u la suite donnée par { o €10 1] 9
Up41 = Up — U
1. Montrer que Vn € N, u,, €]0, 1[, que (u,) est décroissante et étudier sa convergence.

. Y .
2. Montrer que 3 u2 converge et donner sa somme

3. Montrer que ZIH(M) diverge.
u

n



4. En déduire, par utilisation d’un théoréme de comparaison, que > u,, diverge.

<un +\/u2 —|—2">.

N | =

(»x) Exercice 14  On consideére la suite donnée par ug = —1 et par la relation u, 11 =

1. Calculer u. Etudier la monotonie de (uy,).

(v/2)™™ (on pourra utiliser une quantité conjuguée).

1
2. Montrer que Vn € N*| w11 — Uy < >

3. En déduire que (u,) converge.

(**) Exercice 15  Soit (u,) une suite a termes positifs ou nuls. Montrer que les séries de termes généraux
Un, 74—, In(1 + uy,) sont de méme nature.

(»x) Exercice 16
> 1
1. Pour n € N*, on note R, = Z T2k Montrer que cette quantité est bien définie.
k=n+1
1

2. Montrer que 0 < R, < m

. En déduire une fonction Python permettant de calculer une

oo
valeur approchée de Z
k=1

Lok a une précision € > 0 pres.

sin(2").

(»x) Exercice 17 On consideére la série de terme général u,, = on

n [e.°]
1. Montrer que la série > u, converge absolument. On note S, = > ug, S = > up et R, =5 — 5,.
k=0 =0

1
2. Soit n € N. Montrer que |R,| < o

3. Ecrire une fonction Python pour Pobtention d’une valeur approchée de S & 1077 pres.

(x*x) Exercice 18 Calcul de #
1

M08

s
1 1
1. Montrer que pour tout n € N*| /(—t2 —t)cosntdt = —.
27 n?
0

2. Montrer que pour tous n € N* et ¢ €]0, 7],

¢
cosz 1 1
— Nt) — =
—|—2cos( ) 5

a 1

E cosnt = - sin(Nt)—
- 2 sin 5
n=1 2

3. Soit ¢ : [0, 7] — R une fonction de classe C'. Montrer que

N1—1>I-I|—loo / (t)sin(Nt)dt =0 = Nl_l)rJrrloo / @(t) cos(Nt) dt
0 0

4. Soit h définie sur [0, 7] par h(t) =

pour ¢t # 0 et h(0) = 2.

1
in 5
2
En appliquant le théoréme de la limite de la dérivée, montrer que h est de classe C! sur [0, 7].
+oo 1 7.‘_2
5. Montrer finalement que — = —.
d nZ::l n?2 6

n
(x) Exercice 19 Montrer que (n+ 1)In(n+ 1) —nlnn ~ Inn et en déduire un équivalent de " Ink.
k=1

(x) Exercice 20 On considére la suite donnée par uy = 1 et la relation w41 = upe " pour n € N.



1. Montrer que la suite (u,) converge et donner sa limite.

2. Donner la limite de la suite ( 1“ — i) En déduire un équivalent de uy,.
nle”
(»x) Exercice 21  On pose u, = —— et a, = In(uy).
2mn"t2

1. Rappeler la formule de Stirling. En déduire lim w,,.
2. Montrer que ap11 — apn ~ —ﬁ. En déduire que a,, ~ ﬁ

1 1
3. Montrer finalement que n! = v 2mn e ™ (1 + ot 0()).
n n

—un

(xxx) Exercice 22  Soit (uy),>1 une suite réelle vérifiant :  Vn € N*, upy1 = up + &

1. Montrer que la suite u diverge. En déduire que lim u,, = +oo.
2. Montrer que e“r+1 — e ~ In(n + 1) — In(n).

3. Montrer finalement que u,, = In(lnn) + o(1).

(x*%) Exercice 23  Soit u une suite réelle vérifiant :  Vn € N*| u,q11 = u, + e 4.
On pose w,, = e¥n+l — eln,
1. Montrer que u,, tend vers 4o0.

2. Montrer que w,, ~ 1 et en déduire un équivalent de wu,,.

3. Montrer que w,, —1 ~ % et en déduire un développement asymptotique de u,, & une précision o(—,

(x) & (»*) Exercice 24  Soit (u,) une suite telle que u,, = %”*1) pour n € N*.

(=" 9

1. Quelle est la nature de la série > *—

2. Déterminer la limite de (u,), un équivalent de u,, et la nature de la série Y u,,.

3. A l'aide d’un développement asymptotique de u,, donner la nature de la série S3(—1)"

Uy -

(»x) Exercice 25
(o~ ="
1. (a) Montrer que e =y N
(b) Quelle est la nature de la série Y

(c) Montrer que la série > % diverge. Commentaire 7

=)™ 9
Nk

—1)"
2. En discutant sur le réel o > 0, déterminer la nature de la série Z (15”_1)4-0‘
— n

(»x) Exercice 26 En discutant sur les parametres réels a et b, donner la nature des séries

3 (L) i S In(1+ (_n1b)n)

n(l

(x) Exercice 27 Déterminer la nature des séries de terme général :

e "4 n vn+1—+/n
SN AP /6L M e

ap =nsin— b, =
" n n?+1 n

(x) Exercice 28

1. Trouver trois réels a, b et ¢ tels que Vn € N, n > 3, on ait : 7123”:4; =45+ % + niZ' Montrer que

2n—1 2n—1
3, converge et calculer 2 wian



+00
2. Montrer par deux méthodes que Y In (1 — ﬁ) converge. Calculer 3 In (1 - ﬁ)

n=1

n
(»x) Exercice 29 On admet (vu en cours) que : > % =Inn+ v+ o(1). On se propose de déterminer
k=1

un équivalent de : u, = H (1 + (\f)k>
k=2

k
1. Vérifier que pour tout n > 2, Inu,, = In(1+ &
que p EQ (1+57):

2. Montrer que Z = )k

converge.

3. Montrer que la série > In (1 + = D" ) diverge.

7
4. On considere a,, = Inwu, — In(uy—1) — (\})n + 57 — (?;l 1\)f Donner la nature de la série de terme

général a,,.

5. On pose C,, = i ((_\})k + (_1\)/% + ak) + % + Inwug — %fy. Justifier que la suite (C),) est convergente.
s k 36V

6. En déduire l'existence d'une constante C' telle que Inu, = —3 Inn 4+ C 4 o(1). Donner alors un équi-
valent de u,,.

(x) Exercice 30
1

1. Montrer que la série > ﬁ ~ g7 converge et donner sa somme.

2. (a) Donner un équivalent de uy = ﬁ — ﬁ Retrouver que la série Y ﬁ — \/% converge.

(b) Déduire de a. la nature de la série de terme général kuy.

&
(x) Exercice 31 Pour n entier naturel non nul, on pose I,, = /xQ(ln x)" dx.
1

1. Montrer que Vx € [1,¢], Inz < L. En déduire lim I,.
e n—-4o00

¥ 1
2. (a) Montrer que Vn € N*, [,, 11 = % — n—3}— .
(b) En déduire qu’il existe une constante k # 0, & préciser, telle que I, ~ %

)
)

(c¢) Quelle est la nature de la série de terme général I, ?
)

(d) Quelle est la nature de la série de terme général (—1)"%” ?

3. On donne Iy = %(63 — 1). Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche les valeurs de
Ii,..., I5o. Retrouvez-vous 1.b. et pourquoi?

(x) Exercice 32 x désigne un réel élément de [0, 1].

n
1. (a) Pour tout n de N* et pour tout ¢ de [0, z], calculer la somme 3. P!,
p=1

(b) En déduire que : i %p = —In(1—2z)— [+ dt.
0

= 1
xz
(¢) Montrer que ngrfooof 1 dt = 0.
2 o0
(d) Etablir alors que la série de terme général %p est convergente et que ) % =—In(1l —x).

p=1

=1_ _L_ montrer que

\ . s . 7 . 1
2. (a) Apres avoir vérifié que, pour tout entier naturel n non nul, on a FCES s

la série de terme général - est convergente.

n(n+1) +1)

o n
(b) Utiliser la premiere question pour établir que : Zl T;’(”Tj:l) =z+ (1 —2)In(l —x).
n=



(x) Exercice 33

1. Pour k entier supérieur ou égal a 2, montrer que : f (Int)?dt < (Ink)? < kjrl(ln t)2 dt. Vérifier que
I'inégalité de droite est aussi vérifiée pour k = 1. o ’
2. On pose S, = i (Ink)2.
o= n n

(a) Montrer que pour n >3, ona: [(Int)2dt < S, < [(Int)?dt + (Inn)?.
1 1

(b) Vérifier que la fonction ¢ + #((Int)? — 2Int + 2) est une primitive de ¢ — (Int)2.

(c) Montrer alors que S,, ~ n(Inn)?.

3. On pose b, = n(Inn)? et w, = S, — by, pour n > 2, et wy = 0.
n
(a) Vérifier que wy, = > (w — w—1).
k=2

(b) Montrer que wg — wg—1 ~ —2Ink. En déduire que lim w,, = —o0.

(x) Exercice 34 En discutant en fonction de a € R, donner la nature de la série 3 (n? +an)'/3 —v/n? +3.

(xx) Exercice 35 Donner un équivalent de v/1 ++/2+ --- 4+ /n (on pourra effectuer une comparaison
série-intégrale).

Séries vectorielles (pour plus tard)

() Exercice 36  Prouver la convergence et déterminer la somme de la série 3 A ot A =

S O O
OO =
O =N

%) Exercice 37 Soit a € C. Etudier la convergence de la série " A" ot A = L L a .
(*) g 20 1

(**) Exercice 38 Soit E = K,[X]. Pour P € E, on pose D(P) = P’ et T(P) = P(X 4 1). On admet

oo .
que D et T sont des endomorphismes de F. Montrer que la série > Dk—f converge et que Y Dk—f =T.

(»x) Exercice 39 Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie et f : E — E pour laquelle il
existe k € [0, 1] tel que

V(z,y) € E%, [|f(x) = f(y)ll < Kllz —y|
1. Montrer que f possede au plus un point fixe (vecteur v tel que f(v) = v).
2. Soit a € E et la suite u définie par ug = a et pour n € N, upy1 = f(uy).

(a) Montrer que la série Y up4+1 — uy converge.

(b) En déduire que f admet un point fixe.

Banque épreuve orale CCINP I

Séries numériques : 5, 6, 7, 8. 1), 43, 46.
Séries vectorielles : 61.



