Feuille d’exercices n° 3 MP
Séries numériques et vectorielles 2023-2024
Révisions sur les suites numériques

Révisions sur les suites numériques I

n
1
E icel P e N¥ :E _—
(x) Exercice our n Up, 2 ook —1

Montrer que (u,) est monotone et convergente.

(x) Exercice 2 FEtudier la suite donnée par uy > —2 et up41 = /2 + u,. On sera amené a discuter
suivant les valeurs de ug.

(x) Exercice 3 Etudier la monotonie et la convergence des suites réelles suivantes :
1. uw donnée par son premier terme wug et la relation u,+1 = u, + €.
0 n+ n

2. v donnée par son premier terme vg et la relation v,41 = v, — €.

3. w donnée par : wy > 0 et la relation de récurrence wy+1 = \/ w2 + wy,.

(x) Exercice 4 On pose, pour tout réel x, f(z) = 22 — x et on considére la suite u définie par la valeur
de ug réel et la relation : up4+1 = f(uy) pour tout entier naturel n.
1. Etudier rapidement les variations de f et déterminer le signe de f (x) — x.
2. On suppose que ug > 2.

(a) Montrer que u, > 2 pour tout entier naturel n.

(b) En déduire la monotonie de (u,). Préciser la limite de u,, quand n — 4o0.

(¢) Montrer que pour tout réel x supérieur ou égal a 2, f/'(z) > 3. En déduire que pour tout entier
naturel n, w41 — Up = 3(up — Up—1), PUis que Up+1 — Uy = 3" (u1 — wp).

(d) Retrouver alors le résultat de b).

3. Ici up = —3. Que peut-on dire quant a la convergence de (uy)?
1 1
4. On suppose ici que 3 < ug < 2. Dans le cas ou « Vn € N, 5 < up < 2 », que peut-on dire de la

1
monotonie et de la convergence de (u,)? En déduire qu'il existe un entier ng tel que uy, ¢]§, 2[.

(xx) Exercice 5 On considéere la fonction f,, définie, pour tout réel x, pour n € N*, par :
fo(z) =2° 4+ nx — 1

1. Montrer que, pour n entier supérieur ou égal a 1, il existe un unique réel u,, tel que f,(u,) = 0.

2. Montrer que 0 < u, < % Donner un équivalent de wu,,.

(xx) Exercice 6 Soit, pour n € N*, f,:x — Inz+x —n.
1. Etudier les variations de f,, et montrer que I’équation fn(x) = 0 admet une unique solution x,.
2. (a) Montrer que pour x > 0, Inz < .
(b) Montrer que § < x;, < n.

(¢) Donner un équivalent de x,, puis montrer que z, = n — Inn + o(lnn).

(xx) Exercice 7



1

1. Montrer que Vn € N*, il existe un unique réel ¥, solution de I’équation : Inx + x = =.
Y n

2. Etudier la convergence de la suite (yn)- En notant ¢ sa limite, donner un équivalent de y,, — ¢ quand
n tend vers 4o00.

(x) & (»x) Exercice 8

1. Calculer les limites suivantes : lim lim (1 — %)p et lim lim (1 — %)p.
n——+00 p——+00 p——+00 n—+00
. , : 1\ ezl
2. Soit x réel. Calculer lim (1 - ﬁ) .
n—-+o0o
3. Calculer

n Vn
lim ( n ) lim ( i ) lim n? (e% — e%ﬂ>
n—+oo \n + 1 n—+oo \n + 1 n—-+oo

4. Donner un équivalent de v/n + 1 — /n, de \/In(n + 1) — vInn et n?In(cos()) + %2 sin?(1).

n

5. Donner le développement asymptotique a 3 termes de

(a) % (b) (m+1)In(n+1) —nlnn

n? 4 in +2

() Exercice 9 Etudier la convergence de (2,), z, = 21

Séries numériques I

(x) Exercice 10 Etudier la nature des séries de terme général u,, dans les cas suivants :

1 us 2 1
1. @y = —— sin Cdy = d 8. hy =
an \/ﬁsm o 4. d, =In (Cos(n)> Y
n—1 5. en:ne_‘/ﬁlnn . Inn
2. bp = 379 6. f, = cos(2n) 9. 1n = o
S 3n2 —4n + 1
1 1 —1)"1
3. ¢ = cos(=) — 1 T gn = —— 10, j, = W
n n?lnn n

(x) Exercice 11  Vérifier que

1 p < 1 B L )
(nip)_p_l m+p—1Dn+p—-2)...(n+1) (n+pn+p—-1)...(n+2)

et en déduire que > (nip) converge et calculer sa somme (réponse —£-).

—1
n=0 p

n

ug €/0;1
(x) Exercice 12  Soit u la suite donnée par o €0 1] 9
Up+1 = Up — U
. Montrer que Vn € N, u,, €]0, 1], que (u,) est décroissante et étudier sa convergence.

1

2. Montrer que 3 u2 converge et donner sa somme.
u

3. Montrer que Zln( ntl
4

Un

) diverge.

. En déduire, par utilisation d’un théoreme de comparaison, que Y u, diverge.

(»x) Exercice 13  On consideére la suite donnée par ug = —1 et par la relation u, 11 =

<un + \/u2 —|—2”>.

N | —

1. Calculer u;. Etudier la monotonie de (uy,).



(v/2)™™ (on pourra utiliser une quantité conjuguée).

1
2. Montrer que Vn € N*, up41 — up < 3

3. En déduire que (u,) converge.

(»x) Exercice 14  Soit (u,) une suite a termes positifs ou nuls. Montrer que les séries de termes généraux
u N
Up, 74—, In(1 + up,) sont de méme nature.

(»x) Exercice 15

o0

1
1. Pour n € N*, on note R, = Z 729k Montrer que cette quantité est bien définie.
k=n+1
1
2. Montrer que 0 < R, < w En déduire une fonction Python permettant de calculer une
n
o
valeur approchée de Z T2k a une précision € > 0 pres.
k=1
. N - , sin(2")
(*»*) Exercice 16 On considere la série de terme général u,, = o
n (o)
1. Montrer que la série > u,, converge absolument. On note S, = > ug, S = ug et R, =85 —5,.
k=0 k=0

1
2. Soit n € N. Montrer que |R,| < on

3. Ecrire une fonction Python pour 'obtention d’une valeur approchée de S & 1077 pres.

1
e

(x*xx) Exercice 17 Calcul de

M08

™

1 1
1. Montrer que pour tout n € N*, /(—t2 —t)cosntdt = —.
2 n
0

2. Montrer que pour tous n € N* et ¢ €]0, 7],

N ¢

1 cosy 1 1
Z cosnt = = sin(Nt)—=2 + = cos(Nt) — =
= 2 sing 2 2

3. Soit ¢ : [0,7] — R une fonction de classe C'. Montrer que

Nl:}riloo / o(t)sin(Nt)dt =0 = NE)I—I‘,-IOO / o(t) cos(Nt) dt
0 0

4. Soit h définie sur [0, 7] par h(t) = — pour t # 0 et h(0) = 2.
sin =

2

En appliquant le théoréme de la limite de la dérivée, montrer que h est de classe C! sur [0, 7].

+00 1 7T2

5. Montrer final t — = —.

ontrer finalement que Z 2 5

n=1

n
(x) Exercice 18 Montrer que (n+ 1)In(n+ 1) —nlnn ~ Inn et en déduire un équivalent de ) Ink.
k=1

(x) Exercice 19  On considere la suite donnée par uy = 1 et la relation u,+1 = upe™ " pour n € N.

1. Montrer que la suite (u,) converge et donner sa limite.

L _ L) En déduire un équivalent de 1u,,.
Un+1 Un

2. Donner la limite de la suite (



nle™
(**) Exercice 20 On pose u, = ———— et a, = In(uy,).
2mrn" T3

1. Rappeler la formule de Stirling. En déduire lim w,,.

1

s 1o 1
2. Montrer que an+1 — ap ~ —15,2- En déduire que a, ~ 13-

1
3. Montrer finalement que n! = v2rn" 2" (1 +—+ 0()).
n n

—un

(x*x) Exercice 21  Soit (uy),>1 une suite réelle vérifiant :  Vn € N*, upy1 = up + &
1. Montrer que la suite u diverge. En déduire que lim u,, = +oc.
2. Montrer que e“nt+! — " ~ In(n + 1) — In(n).

3. Montrer finalement que u,, = In(Inn) + o(1).

(x*x) Exercice 22  Soit u une suite réelle vérifiant :  Vn € N*, up1q = uy, + €74,
On pose wy, = e¥ntl — eln,

1. Montrer que u,, tend vers 4o0.

2. Montrer que w, ~ 1 et en déduire un équivalent de wu,,.

3. Montrer que w, —1 ~ % et en déduire un développement asymptotique de u,, & une précision o(

*) a (x* xercice oit (u,) une suite telle que u,, = ——"—= pour n € .
(#) & (+) Exercice 23 Soit (u,) une suite telle q cosltnct) N*

(= )”?

1. Quelle est la nature de la série > *—

2. Déterminer la limite de (u,,), un équivalent de wu,, et la nature de la série >~ u,.

3. A Taide d’un développement asymptotique de u,,, donner la nature de la série So(—=1)uy,.

(»x) Exercice 24

(o~ ="

(1) +v/n vn o

(b) Quelle est la nature de la série Y % ?

1. (a) Montrer que

(c) Montrer que la série ) (*15"_‘%21\/5 diverge. Commentaire ?

—1)"
2. En discutant sur le réel a > 0, déterminer la nature de la série Z (1571_1)+a
— n

(*»*) Exercice 25 En discutant sur les parameétres réels a et b, donner la nature des séries

e E

Séries vectorielles '

(#1) Exercice 26  Prouver la convergence et déterminer la somme de la série 3 A* ot A =

)

o O O
S O =
O =N

(&) Exercice 27  Soit a € C. Etudier la convergence de la série 3 A™ ott A = : (é 61L>

(**) Exercice 28 Soit £ = K,[X]. Pour P € E, on pose D(P) = P’ et T(P) = P(X 4+ 1). On admet

+oo
que D et T sont des endomorphismes de £. Montrer que la série ) Dk—f converge et que > Dk—f =1T.
k=0




(»x) Exercice 29 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et f : E — E pour laquelle il
existe k € [0, 1] tel que
V(z,y) € B, |[f(z) = f(y)]| < kllz — yll
1. Montrer que f possede au plus un point fixe (vecteur v tel que f(v) = v).
2. Soit a € E et la suite u définie par ug = a et pour n € N, upy1 = f(uy).
(a) Montrer que la série Y u,41 — uy converge.
(b) En déduire que f admet un point fixe.

Exercices corrigés, pour vous entrainer.

(#) Exercice 30 Déterminer la nature des séries de terme général :

e 2" +n vn+1—4y/n

Cp —

n?+1 n

a, =nsin— b, =
n

() Exercice 31

2n—1 _ _a b c
1. Trouver trois réels a, b et c tels que Vn € N, n = 3, on ait : S = %5 + * + 5. Montrer que
2n—1 2n 1
3, converge et calculer § S

n3

+00
2. Montrer par deux méthodes que ) In (1 — ﬁ) converge. Calculer 3" In (1 — ﬁ)

n=1

n
(++) Exercice 32 On admet (vu en cours) que : > + = Inn -+ + o(1). On se propose de déterminer

un équivalent de : u,, = H (1 + & )k>
k=2 vk

S (=1*
1. Vérifier que pour tout n > 2, Inu, = > In <1 T )

2. Montrer que > (?f)k converge.

3. Montrer que la série )" In (1 + %) diverge.

4. On considere a, = Inu, — In(up—1) — (\lf)n + 57 — (?;1 1\% Donner la nature de la série de terme

général a,,.

n
— (=DF | ()% 3 1 . .
5. On pose C)p, = kzz:s ( NS TV R ak> + 9 +Inuy — 5. Justifier que la suite (C,) est convergente.

6. En déduire I'existence d’'une constante C' telle que Inu,, = —% Inn + C + o(1). Donner alors un équi-
valent de wu,,.

(#1) Exercice 33

1. Montrer que la série 3" - — —L_ converge et donner sa somme.
! vk VEFL g

2. (a) Donner un équivalent de uy = ﬁ \/W Retrouver que la série > - N \/kl? converge.

(b) Déduire de a. la nature de la série de terme général kuy.

&
(x) Exercice 34 Pour n entier naturel non nul, on pose I,, = /xQ(ln x)" dx.
1

1. Montrer que Vz € [1,¢], Inz < L. En déduire lim I,.
e n—-+00

3
1
2. (a) Montrer que Vn € N*, I),11 = % - %In.



(b) En déduire qu’il existe une constante k # 0, a préciser, telle que I, ~ %
(¢) Quelle est la nature de la série de terme général I, ?
(d) Quelle est la nature de la série de terme général (—1)"% ?

3. On donne I = %(e?’ —1). Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche les valeurs de
Iy, ..., I50. Retrouvez-vous 1.b. et pourquoi?

(x) Exercice 35 x désigne un réel élément de [0, 1].

n
1. (a) Pour tout n de N* et pour tout ¢ de [0, z], calculer la somme 3. tP~1,

p=1
2 . n P z n
(b) En déduire que : 21 T =-In(l-2) - Ofﬁdt.
p:
. z tn
(¢) Montrer que ngrfoobf = dt=0.
- o0
(d) Etablir alors que la série de terme général ‘%p est convergente et que > % = —In(1 —x).
p=1
2. (a) Apres avoir vérifié que, pour tout entier naturel n non nul, on a ﬁ = % — n%rl, montrer que
n+1
la série de terme général n:fni:l) est convergente.
o8} n
(b) Utiliser la premieére question pour établir que : nzl nfnfl) =z+ (1 —2z)In(1 —2x).
(x) Exercice 36
k k+1
1. Pour k entier supérieur ou égal a 2, montrer que : [ (Int)?dt < (Ink)? < [ (Int)%dt. Vérifier que
k=1 k
I’inégalité de droite est aussi vérifiée pour k = 1.
n
2. On pose S, = 3 (Ink)2.
- n n

(a) Montrer que pour n >3, on a: [(Int)2dt < S, < [(Int)?2dt + (Inn)%
1 1

(b) Vérifier que la fonction ¢ — t((Int)? — 2Int 4 2) est une primitive de ¢ ~ (Int)2.
(c) Montrer alors que S,, ~ n(lnn)?.

3. On pose b, = n(Inn)? et w, = S, — by, pour n = 2, et wy = 0.

(a) Vérifier que w, = Y (wr — wi_1).

(b) Montrer que wy, — wi—1 ~ —2In k. En déduire que lim w,, = —oc.

(x) Exercice 37 En discutant en fonction de a € R, donner la nature de la série 3 (n®+an)'/3 —/n? + 3.

(xx) Exercice 38 Donner un équivalent de v/1 + /2 + --- + /n (on pourra effectuer une comparaison
série-intégrale).

Banque épreuve oralel

Révisions de premiére année : 1, 7, 43.
Séries numériques : 5, 6, 8. 1), 46.
Séries vectorielles : 61.



