Entrainement MP
Algebre 2024-2025

Exercice 1

Pour tout entier naturel n, on note R,,[X] ensemble des polynémes a coefficients réels de degré au plus
n. On considere I'application f qui & un polynéme P de R, [X] associe le polynome :

f(P)=P' —4XP
1. Etude de f

Soit n un entier naturel, fixé uniquement dans cette question.

(a) Justifier que f est un endormorphisme de R, [X].
(b) Calculer f(1), f(X), puis F(X*) pour k € {2,...,n}.
Etablir alors que la matrice A,, de f dans la base canonique de R,,[X] est triangulaire.
(c) Prouver que f est diagonalisable et que chacun de ses sous-espaces propres est de dimension 1.

(d) Soit P un vecteur propre de f associé a la valeur propre A.
Etablir que : A = —4deg(P).
En déduire qu’il existe un unique polynoéme unitaire H,, de degré n tel que

(En) : f(Hn) = —4nH,

2. Etude de la suite (Hp)nen

(a) En dérivant la relation &,, démontrer que :
Vn>1, f(H,)=-4(n—-1)H,
En déduire que :

n—1

Vn>1, H,=nH,, e Vn>2 H,—XH, |+ H, =0

(b) Pourquoi peut-on affirmer que Hy = 1 et H; = X ? Calculer alors Hy et Hs.

(c) D’apres ce qui précede, la suite u, = H,(1) satisfait a la relation de récurrence :
n—1

Unp—2

4

u=1, wr =1, VYn=2, u,=up_1—

Ecrire un programme en Python calculant wugp;.

Exercice 2

Dans cet exercice, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2. On désigne par I la matrice identité de
M, (R). On note Tr Papplication linéaire qui a toute matrice de M,,(R) associe sa trace, c’est-a-dire la
somme de ses éléments diagonaux.
1. (a) Montrer que Im(Tr) = R. En déduire la dimension de Ker(Tr).
(b) Etablir que M, (R) = Ker(Tr) & Vect(I).

2. Soit f l'application qui, & toute matrice M de M, (R) associe f(M) = M + Tr(M)I.
(a) Montrer que f est un endomorphisme de M, (R).
(b) Utiliser la premieére question pour déterminer les valeurs propres de f.



(c) Montrer que f est un automorphisme diagonalisable de M,,(R.).

3. Soit g 'application qui, & toute matrice M de M, (R) associe g(M) = M + Tr(M)J, ou J désigne
une matrice non nulle de M,,(R) dont la trace est nulle.
On admet que g est un endomorphisme de M, (R).
(a) Etablir que le polynéme X2 — 2X + 1 est un polynéme annulateur de g.
(b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de g. g est-il diagonalisable ?

Exercice 3

Soit n € N. On se propose d’étudier I’existence et les propriétés des polyndémes P, tels que :
1 n 1
VtEC—{O},Pn t—i-; =t +t7n (1)
1. (a) Montrer que si P, existe alors P, est unique.

1
(b) Justifier que Py(X) = 2. Justifier que P;(X) = X. En développant (¢ + ¥)2, calculer P(X)

vérifiant la relation (1).
2. Montrer par récurrence que : Vn € N, P, existe et
Prya(X) = XPy1(X) — Po(X) (2)

3. (a) Montrer que Vn € N*, P, est un polynoéme de degré n et de coefficient dominant égal a 1.
(b) Etudier la parité de P,.

1
4. (a) Soit # € R. Déterminer un complexe non nul ¢ tel que ¢t + 7= 2cos (il y a une solution
évidente...). Calculer alors P,,(2cosf) en fonction de n et 6.

(b) En déduire les racines de P, en fonction de n et une factorisation de P, dans R[X].

5. (a) Calculer P5(X).
(b) En déduire une factorisation de P5(X) dans R[X].

T
(c) En comparant cette factorisation et celle obtenue en 4.b., donner les valeurs exactes de cos(ﬁ)




