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Prérequis

Fiche de calcul n°1

Primitives

Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

009A

Pour chaque fonction & intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.

Méme exercice.

a) VI+t—Vt.................

Utilisation des formulaires

Calcul 1.3 — Dérivée d’une fonction composée.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

Calcul 1.4 — Dérivée d’une fonction composée — bis.

Méme exercice.

Fiche n°1. Primitives



Calcul 1.5 — Trigonométrie.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

St
a) cos’tsint....... g) tan®t ........... 1) a _Co:mt)g ......
i 1
b) cos(t)e™™ ... ... h) tan®¢...........| | ) ——
™) e
tan® ¢
c) tant ............ ) an2 ........... n) £
cos“ t 1+ e2t
L . Arcsin(t)
1 —sint cos2(t)v/tan t 0) Viner: ERRRE
sin/t 1 4 tan2 ¢
e) N R k) + a2n ....... D) 1
tan®? V1 —t?Arcsin(t)
p )

Calcul 1.6 — Trigonométrie — bis.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.

9 sin(2t) 1
S “ —_— ... f)y ——...
) cos 1+ sin?t ) 20 ot (1)
. 1 1
b) cos(t)sin(3t) .. .. _— .
) cos(t)sinf3) o9 —1 D i
c) sint........

“alcul 1.7] — Fractions rationnelles.

Déterminer une primitive des expressions suivantes apres quelques manipulations algébriques simples.

tP+t+1 3 4+1 t—1
R d) —— . ) ——
) ) T 8 i1
2 +1 t—1 t
b . . h) ——— ...,
) t3 ¢) t+1 ) (t+1)2
115 #3
C) 1—¢2" 7 f) PO T

Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver

Calcul 1.8

Pour chacune des expressions suivantes :

e dériver puis factoriser I'expression ;
e intégrer I’expression.

a) 2 —2t+5 ... e) e* 4e 3t L.
1 1 3t—2
b) t72 + ; ......... f) [
1 t?
C) \/IE — tfg ........ g) t3 1
1 1 3t—1
d) —+— ....... h) —— .........
) NG ) P
4 Fiche n°1. Primitives



i) sin(t)cos?(t) ...

§) sinh(t) cosh(?) .. D)
K) t%sin% ....... Q)
) ;
m)% ...... S)
n) \/% ........ )

— Bis repetita.

sin 2t
1+ cos?t

Reprendre I'exercice précédent en commencant par intégrer puis en dérivant et factorisant.

3cos?t —1

t+1
1
puis Int — ilnzt

In|t+ 1]+

Int —2
t2

(14 cos?t)

1
Zln|tan2t| Injt+1

1
In|l—e " +eéf sinh(t)? + cosh?(t) puis 3 sinh?(t)
1
Inl|t| — —

—et t—2In|t+ 1|
P

4 — 4+ —

t3Ts

2e?t — 373! puis —e

In(1 + sin® t)
1

1
In | tant| —sin(wlnt)
T

_ 3

2(t + 2)2
t3
+ E —ln|t—|—1|

—In |1 —sint|

2

3 _ o2t)2
(3%

tant

t2

t— —

2

(14 26%)3
2¢t .

m puis 1n(2 + et)

2(t — 1) puis

1+ 1Int
t2Int

1
§Arcsin(2t)

—

tant — ¢

[=p}

Arctan(e’)

el(e?t — 1)
(14 e2)?

2t sin % + cosi

1
m L puis cos —
1
(1- 2752)e_t2 puis —Ee_tz
t  sin(2t)
2 4
1
tnft] - -

1

g1t3 — 2+ 5t
1

3e3t—2 puis Z3t—2

1

§Arctan(2t)

_&Q—Qt—3
(t2 + 1)2

2vVtant

2

Snjl+¢

3n|+|
1 1

2 (1 —sint)?
In |Arcsin(t)]

puis

(24 3cost)
31 11 2

Vi

1

B 2pr P T3E T

5 puis —In(1 + cos?

(1+3t2)2

puis In | In¢|

) puis Arctan(e’)

1
5 buis —3 In |2 + 3 cost|

Réponses mélangées

1
cost(3 cos®t — 2) puis — cos®t

(

(1))

t(t* +2)
(=122 +t+1)2

—cost + gcos3t

puis éln(hﬁ3 —1])
TR
3t 4
% In(1 + #?) — Arctan(t)

1
—tan®t 4 In| cost| —2cos vt

2
1
573 puis —v/1 — ¢2

(1t

V11—t
1 3 .
2_\/E + t_4 puis

—In | cost|

2vVInt

1
gArctan(St)

2t

3

1
§(Arcsin(t))2
2 o 1
3 22

1 4
—tan~t
1 an

—cotant + tant

2t
t— — + —
2+3

) 1
esint ) puis —— + In |¢]

coslnt —sinlnt
12

3. 2

5 In(¢t” 4+ 1) — Arctan(t)

2 3
—(1 t)2 —
S(1+0)}

~ cos(4t)
8
1

—€

2

puis — cos(Int))
L o3
—— t
3 cos

3 22
2476

4
3

> w

cos(2t)
4
2041

1
Z ln4t
3

t+2

3t%)

» [Réponses et corrigés page |15]
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Fiche de calcul n°2

Calcul d’intégrales

Prérequis

Primitives usuelles, composées simples.

Intégrales et aires algébriques

b

010A

On rappelle que f(x)dx est laire algébrique entre la courbe représentative de f et I'axe des abscisses du

a
repére lorsque les bornes sont « dans le bon ordre ».

Calcul 2.1

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

3
a) / 22 +evdr .
—2

Calcul 2.2

En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.

-3
b) / | sin 7z| dx
5

Calcul d’intégrales

b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(z)dz

Calcul 2.3| — Polynémes.

Calculer les intégrales suivantes.

— Fonctions usuelles.

Calculer les intégrales suivantes.

a) /6 sinzdz ...

b) /6 cosxdx ...

i
6

8
d) / 1—-2zdx ..
2

100 1
d / —dx ...
A

L
—1
c) / sinzdzr ...
0
00
2
e) / sinzdz ....
-2
1
f) / |z|dx ......
-2
b
F(b) — F(a), que I'on note [F(x)} .
00
325 —5addr ...
00

Fiche n° 2. Calcul d’intégrales



Calcul 2.5 — De la forme f(ax +b).

Calculer les intégrales suivantes.

Calcul 2.6/ — Fonctions composées.

Calculer les intégrales suivantes.

xr— 2

—d
2 —4x +5 o

a) /13

Jalcul 2.7 — Divers.

Calculer les intégrales suivantes.

ex

- d
e2r 4 2e% 41 .

a) /01

3

b) / e +1|de ..ol
-2
2

c) max(1l,e*)dz ...........
-1

00
d) /6 sin(3z)dx .............
e) /33 ! d
——dz ..
0 vV 3[6‘ + 1
f) /2 cos(— —a:) de .........
00
3
d) / sinz(cosz)’dx ........
%
1
e) / ze® Vdx .
0
1
x
f de ...l
) /0 (x2 +1)4 ’
000
¢ 3x—21
d) / se 2w
1 x
e) /2 cos(2z)sin(z)dz .......
0
f) /4 |[coszsinz|dz .........
-3
00

calcul 2.8 — Avec les nouvelles fonctions de référence.

d) /01 ch(z) dz

arcsin x dx

a) /_Z ...................

Réponses mélangées

\/g 0 78  Négatif 0
99 1 T
B ()
g In 10 Ut
2
—54 Positif _
5 ositi 101 6
e2—e3 Positif 1(1 — 1)
2 e

1
2
1
3 2
3
14
3e—4

5

2 1
In( == 3 -
n<v§> ! et 1
L L
4 2
8 5 0 2 _ 1
3 2 9 384

» [Réponses et corrigés page |18|
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Prérequis

Fiche de calcul n°3

Intégration par parties

Primitives, dérivées, intégration par parties.

011A

On rappelle le théoréme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C*([a,b],R) et si v € C*([a, ], R), alors

Intégrales

Calcul 3.1

Calculer :

Primitives

Calcul 3.2

1
3
i) / arcsint dt
0

Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.

a) z+—— (—xz+1)e” ...

c) x v+ arctan(z) ......

Fiche n° 3. Intégration par parties



Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

calcul 3.3| — Calcul d’intégrales.
g

1 z
a) / (243t —4)e®dt ...l b) /2 elsintdt ...
0 0

— Calcul de primitives.

Calculer des primitives des fonctions suivantes.

a) x> sin(x)sh(z) .... ¢) v+ (zlnz)? .......

b) z+— In?z ........... d) z+— garceos(z)

Réponses mélangées

—1,1] - R
4 ] [ ) g 1 g —e?
by Lo (o T 79)
R —=R R? — R 4 4
i A am@) - Svayd
1 . 1+Inzx 3 9 9
x 5(— cos(z)sh(z) + sin(x)ch(z)) T —
x
R} =R o1 (In(2))%2(® — 21n(2) — 2> 4 2
1 2 2 4 2 2
x>z <§ In?z — glnx—I— ﬁ) 402 (In(2))
R — R R = R 3
1 1 2ln2 — 1
x — zarctan(z) — 3 In(1 4+ 2?) z = (—z+2)e”
| 1 R - R 1 2
62; gch(Q)—ish(Q)—g * Togm2- T
i zln’z —2zlns + 2z
"2 4 R—R
224 In(2) — 2+ = TV
3 3 2 12 2
x — axsh(z) — ch(x)

» |Réponses et corrigés page |22

Fiche n° 3. Intégration par parties
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Fiche de calcul n°4

Changements de variable

Prérequis

Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Changements de variable

Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.

v [ 11 VisEdt

3
1
b /7dt
) 1 \/lier\/ti3
1
1

s

Z .3
d) / sin® t cost dt
0

s

3
e) / sin® t cos® t dt
0

S|
f /7dt
) 1 t+\/1>f

Méme exercice.

T sint
——dt
2) /0 3+ cos?t
1
1
b —dt
) /0 24et
4
1
|t
o VAt —t2
1
1
d ——dt
) /0 (1+¢2)2

) /2 L
o L
Va2t —1

2
e Int
f - dt
) / t+tln?t

avec t = SIN O ... e

avec u = \/Z ................................................

AVEC U == € vttt vt ettt ttttoessosetossssssossssssssosssoensoss

AVEC U = ST T vttt ittt it ettt e e e e

AVEC U = SII T vttt ittt e e e

avec u = \/i ................................................

012A

10
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Changements de variable et intégrations par parties

alcul 4.3 000

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur
de I'intégrale.

4
a) /e‘/zdt AVEC U = VT ettt et
1

n(vi—1) )
b) /3 Tdt AVEC U = Vb ettt

Calculs de primitives par changement de variable

00
Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.
s cosx +sinz
a) xG}O,—{»—>,— AVEC U = CANT «vv e ee e
2 sin z cos? x
b) z€eR+— ! e
X — AVEC U == € it ittt ittt ittt
1+ th(z)
. 1
c) reR, — —— avecu=+ver* —1 ........ .. .. .. ..
et —1
d) xGR*H; avec u = V/x
T T eusVE
1
e) z>1+— avecu=+\x2—1 .......... .. ... ...
zvr? —1

Réponses mélangées

1 2e+1 1 s
-1 — -2 3—-1)1 3—1)—4+2vV3 —
211( . ) : (-Dm(Vi-n-i+2/5 T
R = R 1+7r J1,400[ — R ™
4 8 2
xr 2arctan( em—l) r +— arctanya?—1
RY — R 1 R = R p
= 2 _n
T §ln(:r%—|—1) 12 T f_e*% enle) 2
2 2 4
}o”[ = R
' 1, 5 ™ ™ T 3
2 twm2 T T g2 2¢?
22 2 12 6 n(z) ¢
x +— tanz + Intan(x)

» [Réponses et corrigés page |25|
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Réponses et corrigés

Réponses et corrigés
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Réponses
1.10a) oo In |t + 1 105 C) et —1In|cost|
1.1 b) 3 15 d) e —1In|1 — sint|
..................................... P
1.5€) i -—2 cosV/t
1.1¢) 5 )
L R O B I T I T T R R _72 1
2(t +2) 1.58) o —sin(wnt)
T
cos(4t
LAd). o TR
128) e *(1+t)%_%t% LBh) 5 tan’ ¢+ In cost|
L2D) oo 1e2t+1 1.5 1) e —tan*¢
1 1.8 ) 2v/tant
1.2C) it §Arcsin(2t) )
1
. LB K)o -
ant
1.2d) .o gArctan(St)
1 1
15 ) oo -
2 3 ) 2 (1 —sint)?
1.3&) ................................ §1n|1+t|
1
1 . 15 M) §Arctan(2t)
1.3Db) i 6(1—}—2152)5
1.5 M) Arctan(e’)
1.3 C) i —V1-t i
3 1.50) i §(Arcsin(t))2
1.3d) o Z(1+7z&2)§
1.5 D) i In |Arcsin(¢)|
1
1.3€) i g+ 3t%) t sin(2t)
1.6 a) ................................ 5 + 4
1
1.3 1) e —_——
) (1+ 3t2)2 1.6 b) _cos(4t)  cos(2t)
BDh) 3 1
0 ~In*t 1
1.6C) e —cost + 3 cos t
14 D) 2VInt
) 1.6d) ... In(1 + sin? t)
2
LA C) (3= e20)2 1.6€) oo
2 L6 £) .o | —cotant + tant |
14d). oo —
) 3t3 1
1.6 g) e — In| tan 2¢|
4
ldde) o ’1n|lfet+et|‘
1
LA £) o et | LT A bl =
1 1
R ) —3 cos®t 1.7bh) In |¢| — %2

Réponses et corrigés 15



10 3°—2t—-3 3 o,
1.7 C) ................................. t+ § 4+ E 1.8 h) _W puis 3 In(t* + 1) - Arctan(t)
2 3 1
LT d) e (- % + % 181). e, cos (3 cos” ¢ —2) puis — cos’ ¢
1
1.7 e) ............................... t—2In |t =+ 1| 1.8 ,]) ........... sinh(t)2 + COShZ(t) puis 5 sinhQ(t)
) Ll i
1.78) . t—— 4+ ——Inlt+1 2tsjnl+cosl 1
23 1.8Kk) .o, ———L——" puis cos -
t 4
1
1.7¢) i B In(1 4 t?) — Arctan(t) %¢t
18D . — " puis In(2 + ¢")
2 +et)?
1 o)
1.7h) ........................... 1Il|7f—|—1|‘|'t_‘r_71 2cost 13 1
1.8m)....... ————— puis —= In |2 4 3cost]
2
1, . (24 3cost) 3
1.8a).ccoiiiiii.. 2(t — 1) puis gt —t°+ 5t .
1.8 Il) ................. m puiS —/1— t2
1/2 1
1.8b).c.oiiinii... s ( + 1) puis —— + In [¢]
AN ¢ 3cos?t —1 . 9
1.80)........ ———————5 buis —In(1 + cos™(t))
18) 1 +3 . 2t%+1 (1+COS t)
BC) i ——= + — puis - —
ovi A PR T g - —
1.8p) e, (1 —2t*)e " puis —-e*
1.8.d) 4 31 11 2 2
Bd) .o —— ———% puis ———= — —
£ 22 P T3E T Int—2 1,
1.8Q) e eveiainnnnns Y puis lnt—§ln t
. 1 1 _.
1.8¢) ... 2¢?" — 3¢ puis —e*' — —e 3
2 1+Int .
1.871) i ———— puis In|Int]
1 t2In°t
1.8f) . .o 3e372 puis —e3 72 :
3 coslnt —sinlnt
1.88).ceininn. —a puis — cos(Int))
tH(t> 4 2) 1 3
1.8¢g)...... R CETESE puis 3 In(|¢” — 1) @ )
1.8 t) .............. —m) pulS Arctan(et)
e
Corrigés
1.1 a)  Admet des primitives sur ] — oo, —1[ ou ] — 1, +o0[
1.1 b) Admet des primitives sur | — oo, —2[ ou | — 2, +00]
1.1 ¢) Admet des primitives sur | — oo, —2[ ou | — 2, +00[
1.1d) Admet des primitives sur R.
1.2 a) Admet des primitives sur |0, 4oo].
1.2 b) Admet des primitives sur R.
1.2 ¢) Admet des primitives sur | — 1/2,1/2].
1.2 d) Admet des primitives sur R.
16 Réponses et corrigés



x t .
1.6 a) / cos®> 0 df = / H#S(Q@) do = % + s1n512t) + cte

/ cos(0) sin(360) d9 = / %(sin(SG +0) +sin(30 — 0)) o

- ‘1. . _ cos(4t)  cos(2t)
= / E(sm(49) + sin(20))do = s T4 + cte.

t . s
1.6 d) /Md@z/ Md@zln(l—i—sinzt)—i—cte

1+ sin260 1+ sin2 60
t t 2 .2 t .
1.6 e) - do = COS,6+SID 6d9: (C?Se—&—sme)d@:ln\sinﬂ—ln|cost|+cte:1n\tant|+cte
sin 0 cos 6 sin 0 cos 6 sinf = cos6

t to.o2 2 t
de sin” 6 4 cos” 0 1 1
1.6 f = do = —— + —— ) d0 = —cotan(t) + tan(¢ t
61) / sin?(0) cos2(0) / sin? () cos2(6) / (sin2 61 cos? 9) cotan(t) + tan(t) + cte

sin(46) 2sin(26) cos(20)

t .
_ 1 [ 2cos(20) = 2sin(20) 1 . 1 1
= / 1 ( Sin(20) + <0s(20) dé = i In |sin(2¢)] — i In | cos(2t)| 4 cte = i In | tan 2¢| + cte.

/t A /t cos?(20) + sin’(20) a0

4

t 3 t 53 t 2 2 3
0 [TePr1-1.  [TO+DA-0+6%) -1 2 ¢
1.7 f) / d@—/ 91 d@—/ 1 do =t 2+3 In|t 41| + cte

t t t
0 C[fe+1—1 11 B 1
1.7 h) / mdg—/ Wde_/ (0+1 (0+1)2)d0—ln|t+1|+t+1+cte

Réponses et corrigés
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IFiche n° 2. Calcul d’intégrales|

Réponses

2.12)......... 23) 1 2.5€) . i

(6] 2.
2.1b)........ 30 V3l 27d) .

1
wf] 230 ... . 22
2.1¢)......... ) 101 2.7 ¢)

™
_ 1 T
2.2d)........... o4 24d). i 2.6d)......... e 2.8b).......o...n. 1
2.2€) . i [0] SR 59
24e)....... e“—e 1 1 2.8 ¢)
) 2.6¢)..... —(1—=) In10
2.2f) .. ... 5 2.410) .00 e) 2( e) n

48
2.3D) i 2.5b)...... 2(e — 1) 5
1 1 2.8¢€).. i -
8 s 2.7 a) ..... - — e) 3

2.3C)ieeiiin.. S 250 —ln(1+§) 2 e+l
27
17 2.8f) ...l —
23d)............. 2 2.7b) — 9

) [9] 2.5d) e v2 2

6
Corrigés
2.1 a) On intégre une fonction positive et les bornes sont « dans le bon sens ».

-3 5
2.1 b) / |sin7z|dz = f/ |sin 7z| dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut

5 -3
Iinterpréter comme une aire. Elle est positive car on intégre une fonction positive.

-1 0
2.1 ¢) / sinzdr = — / sin z dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut l'interpréter
0 -1
0
comme une aire. sin est négative sur [—m, 0] donc sur [—1,0], / sinz dz est donc négative.
-1
2.2 a) Il s’agit de l'aire d’un rectangle de largeur 2 et de longueur 7.

-3 7 7
2.2 b) On commence par mettre les bornes « dans le bon sens » : / —5dx = —/ —5dz = / 5dx. Cette
7 _ —

derniere intégrale est l'aire d’un rectangle dont les c6tés mesurent 10 et 5.

2.2 d) Les bornes sont « dans le bon sens », on peut donc interpréter 'intégrale comme une aire algébrique. Sur

I'intervalle [2, 8], la courbe de f(xz) =1 — 2z est située sous ’axe des abscisses, l'aire algébrique sera négative.

18 Réponses et corrigés



11 s’agit de calculer l'aire du trapéze rectangle dont les sommets sont A(2;0), B(8;0), C(8;—15) et D(2; —3). L’aire de
ce trapeéze rectangle est % x AB x (AD + BC) = % X 6 x (34 15).

2 0 2
2.2 e) Avec la relation de Chasles, on a / sinzdr = / sinz dx + / sin z dz.La fonction sinus étant impaire,
—2 —2 0
0

2
les aires algébriques / sinzdr et / sin x dx sont opposées, il suit que leur somme est nulle.
0

-2

2.2 f) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique. Cette aire est

composée de deux triangles rectangles (les intégrales de —2 a 0 et de 0 & 1).

1
s s, 1o, 1° RTINS DR 8
2.3 ¢) _2.7) +x+1dx={3m +2;1: —|—x}_2 0—<§(—2) —|—§(—2) —2):5
2.3 d) La fonction intégrée est impaire, son intégrale sur un segment symétrique par rapport a 0 est donc nulle.
239 [ -wtae=[heo Lo ol 11
2’ =z der= |-z — - == ——-=——
o 6 5 lo 6 5 30
e 1 ..................... 2 ................................................................................................
2.3 f 100 g, [7 101} _ 2
) /1 ’ 1" 101
2.4 a) La fonction intégrée est impaire, son intégrale sur un segment symétrique par rapport a 0 est donc nulle.
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3 x—2 3

5 e 6
2.6 d) / sinz(cos )’ dz = [—f(cos:c)f’] ’ _1 (1)
-z -z 6\2
2.6 e) we™ "ldg = [161271} ol (1 - 1)
0 L2 o 2
2.6 f) e (e WS N R 4
o (@2+1)4 23 («241)°], 48

1 x 1 x 1
e e 1 1 1
2.7 - dz = —  d :{_ } - _ .
2) /0 2 1 2er + 1 /O (e* +1)2 v e+ 1] e—|—1+2

3 —1 3

2.7b)  x+1 est négatif sur [—2, —1] et positif sur [—1, 3]. On en déduit : / |lz+1| dz = / fmflder/ r+1dz.
—2 2 —1

Ces deux intégrales se calculent avec des primitives ou en les interprétant comme des aires de triangles.

N
[NE)
Q
o
%3}
—
[\
8
~
wn
=
=
—
N2
(oW
8
|
o\
[NE)
—
[\
Q
[}
wn
—
8
N2
—
—
@,
]
—
8
~
[N
8
I
[\
o\
[SE)
Q
[}
wn
—
N2
&
=
—
(ol
8
|
o\
[N
z
=3
8
~
(ol
8

1 1 1
2.7 1) / |coszsinz|dr = / |- sin(2z)|dz = f/ |sin(2z)| dz. Le signe de sin(2z) est négatif sur {_7 0}
-3 -3 -3

et positif sur [0, %} , il suit que

2 2
1 2 e2 In10 1 99
2. 1 x — z1n 10 — |: 11n10:| _ _ .
8c) /0 0 de /0 ¢ do In 1oe 0 In 10 In10
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1
e— 1
=sh(l) = <
=) =45
1 1 1
2.8 e) Vrdr = / 2% do = [zx%} _2
o o 3 o 3
s N : 2
=D ™
2.8 f) / 1502 dz = 2/0 15 (3272 dr =2 [f arctan(Sm)} . T3 arctan(v/3) = 35
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IFiche n° 3. Intégration par parties|

R—R
3.28) i { o (— 4 2)e”
RY — R
3.2Db) i = 1+Inzx
T —
x
R—R
2¢C) i, 1
8.2 c) x — xarctan(z) — 5111(1 + 2?)
R—R
3.2d) .. { 2 > ash(z)  ch(z)
3.3 a) 2—62
3.3 D) ei;l
R—R
4da).... 1
3.4 2) x 5(— cos(x)sh(x) + sin(x)ch(x))
R? — R
+
3.4b) ... { e 2 ln b 9
R — R
3.4 C) ....... 3 } 2 _2 3
T = <3ln x 91n:c+27
]-1L,1[ - R
344d)....

T %earccos(ac) (.’E — /1= xQ)

™

= T
tcostdt = [tsint]? —/ Sintdt:g—l.
0

Réponses
3L 8) et T
2
) 3
3.1 b) ....................... 5Ch(2) — *Sh(2) — 5
Bl €)
In(2))%2(2) — 21n(2) — 22 4 2
3.1d).......... (In(2)) n(2) +
(In(2))
Bl @) i
3
Bl ) 2In2 — -
318) e In(2) — 2 + g
T 1
3.1 h) . - — =
) 4 2
T V3
D) —+— -1
3.11) 12 + 5
2v2 4
Bl ) —_—+ =
) 5 13
4 4
1K) —v2In(2) — Szt
3 9 9
T 1 2
3.11) ............................ 2_511’12_@
Corrigés
3.1a) On choisit u'(t) = cost et v(t) = t. /2
0
3.1b) On choisit u'(t) = sh(2t) et v(t) = 2t + 3
5 3 sh(2)

2
3.1c¢) On choisit v(t) =t et u'(t) = e3. / te? dt =
0

t

t 2 2 t t 2
{Qtei} —2/ ez dt:4e—4[e§}
0 0 0

=4.

In(2)
3.1d)  On choisit v(t) =t et u'(t) = 2" / 2" dt
1

me 2L e (In(2))*2™® — 2In(2) — 2" 4 2
In(2) (n(2))*" " (In(2))*
3.1¢) On choisit u'(t) = 1 et v(t) = Int. / Intdt = [tInt]] —/ ldt=e—(e—1)=1.
1 1
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2 2 2
3.1f) On choisit u'(t) = t et v(t) = Int. / tlntdt = [%tQInt} 7/ %tdt:2ln2fi[t2ﬁ:2ln27§.
1 1

1 4
.............................................................................. 11t2
3.1¢) On choisit u/(t) = 1 et v(t) = In(1 + *). / In(1 +¢t*)dt = [tln(l +t )} 2/ 5 dt = In(2) —
: 1 ; 1+t
2/0 <1— 1+t2>dt 1n2—2[t—arctan(t)]0:ln(2)—2+g
3.1h)  On choisit u'(t) =t et v(t) = arctant. On a
1 2 1 1 2 1
t 1 t T 1 1 T 1
/O tarctantdt [2 arctant} 2/ e dt 3 2/ ( 1+t2)dt 13
0 0 0
2 1 2t T %
3.11) On choisit u'(t) = 1 et v(t) = arcsint / arcsint dt = [tarcsint]§ — —=d=1 + [\/ 1-— t2} .
0 0 0

(9]
iy
—
<
o
=
o
=
9
2}
t+
<
—
o~
o)
Il
o)
o+
<
=
=
Il
o
o~
=
4
|
o
S—
)
iy
+
Q.
o~
|
z
I
|
L |
—
=
+
o~
o
[
| S
Il

1 1 1
3.1k)  Onchoisit u'(t) = V14 tet v(t) :ln(1—|—t)./ V14 tin(1+¢)dt = [%(1—1—15)%111(1—1—75)} —%/ V14tdt =
0 0 0

O

r

1 Ed S
3.11) / ttan® tdt = / t(l + tan® t) dt — / tdt. On choisit dans la premiére intégrale, v(t) = t et u'(t) =
0 0 0

- z 2 T - 2 1 2
1+ tan®¢. On obtient [t tant]F — / tantdt — [2] =24 [Incos(t)]g — T = % —3 In2- .
0 0

3.2 a) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit x € R, en choisissant

u'(t)=e" et v(t) = —t+1,0ona / (—t+1)e'dt = [(ft + 1)et]z+/ e'dt = (—z+1)e” +e” — 2. Ainsi, z — (—z+2)e”
0 0
est une primitive sur R de z — (—z + 1)e”

3.2 b) Cette fonction est définie sur R}, y est continue et admet donc des primitives. Soit z > 0, par intégration

1 Int 1 t 1 1 1 1

par parties avec u'(t) = 7 et v(t) =1Int,on a / L dt = = / —dt = fﬂ — —+1. Ainsi, z — _nrtd
1 x x

est donc une primitive sur R’} de f

3.2 ¢) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit 2 € R, on a en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctant,

* Tt 1
/ arctan(t) d¢t = [t arctant]; — / 5 dt = x arctan(x) — 3 In(1 + z°). D’ott une primitive.
0 0

3.2d) La fonction est définie et continue sur R. Soit x € R, on a, en choisissant v(t) = t et u'(t) = cht, / tch(t) dt =
0

[tsh(t)]g — / sh(t) dt = xsh(z) — ch(x) + 1. D’ott une primitive.
0

3.3 a) On effectue deux intégrations par parties successives : pour la premiére, u'(t) =e

1 2t L 1 2t
/ (t* + 3t —4)e* dt = [(t2 +3t— 4)62] — / (2t + 3)% dt. Puis, seconde intégration par parties avec, v(t) = 2t + 3
0 0 0

2t 1 2t 2¢71 1
et u/(t):e—d’ofl — (2t+3)—dt—27 (2t+3)e— +l thdt:Eféeerl[th]l:§fe2.

2 ) 1|, ) 41 T4
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bl Pl
3.3 b) On choisit d’abord u’ = exp et v = sin; d’ou : / e'sintdt = [et sin t} — / e’ costdt. Ensuite ' = exp
0 0

w\a

i 3 Bl .
et v =cos, d’'ot : €2 — [e cost] / e’ sin t dt. Finalement, 2/ e'sintdt =e? + 1.
0 0

3.4 a) On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour = € R, / sin(¢)sh(t) d¢. On
0

commence par choisir v' = sin et v = sh cela donne / sin(t)sh(t) d¢ = [— cos(t)sh(t)]; +/ cos(t)ch(t) d¢. Puis, on
0 0
choisit u’ = cos et v = ch, ce qui donne — cos(z)sh(z) + [sin(t)ch(t)]; —/ sin(¢)sh(t) dt. Finalement, / sin(¢)sh(t) dt =
0 0

%(f cos(z)sh(x) + sin(x)ch(x)).

3.4b)  Cette fonction est définie sur R’ et y est continue. Soit > 0, en choisissant u/(t) = 1 et v(t) = In” ¢ on obtient
/ In®tdt = [t In® t}f—/ 21Intdt. Puis, en choisissant u/(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient z In® z—2[tIn t]”f—|—2/ 1dt =
1 1 1

zln’z — 2zlnz + 2z — 2. Ainsi, z +— z1n®z — 2zInz + 2z est une primitive sur RY. de x + In® z.

3.4c¢) La fonction est définie et continue sur R%.. Si z > 0, alors, avec v (t) = t* et v(t) = In*(t), on a: / t*In*tdt =
1

{t; In® t] j — % /lz > Int dt puis avec u'(t) = t* et v(t) = In(t), on obtient %3 In® 2 — g [t3 lnt]er% /1”3 t2dt = 2’ 1;12 L
%ms Inz + ﬁ(ms —1). D’ou une primitive.

saq) L';};};;'{{;;{';;'t';i'e'fi;{{;;{;';;{;{;;;;';;'j:i"ifsf; €] 1,1, alos, en posant /(6) = 1 c o(8) = ¢, on
obtient /093 earecos(®) gy — [tearccos(t) / e*e(®) q¢. ensuite, en posant u'(t) = = i = et v(t) = earecos(t)

-1 ; S k4
on obtient mearccos(z) _ |: /1 2e arccos(t):| +/ /1 42 - arccos(t) dt = arccos(z) _ /1 _ wzearccos(z) +e7 —
0 0 vl

x x
/ arccos(t) dt. Dot / arccos(t) dt = = drccos(z)( / ZBQ) + % g
0 0
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I[Fiche n° 4. Changements de variable|

4.1 a)

4.1 d)

Réponses
m m
........................................ — A2 ) e | —
HEEL E
™ 1.5
""""""""""""""""""""""" E 4.2f) 51115
T 2
........................... 2a1rctam()—5 A3 A) i | 26
1 4.3Db)......... —2(V3-1)In(vV3-1)—4+2V3
........................................ Z 7T
1 4da)....... Jo.3l - ®
....................................... — r +— tanz+ Intan(x)
12
3 R —- R
.................................. 21n(2> 44b) x e~ 2w
R S—
2 4
T
..................................... 3ﬁ 44(?)'...'...'... R+ 4) R
T 2arctan( ew—l)
! 2e+1
............................ — 1n 3 Ri - R
4.4d) ................. 3 2
7 z iln(xd—i—l)
........................................ 5
1,400 — R
4.4e€)..........
................................... i+% ¢) { x — arctany/z?—1
Corrigés
0 t = sing ee[—ﬁqo A o0 et d
n pose v = S v avec 2,2 . na dg—COS € onc

fus
2

' 5 5
/F,tzdt:/ mmede:/ cos2ed9:/ cos(20) +1 _
-1 - _

INE

On pose u = V/t avec t € [1,3], donc t = Wetue [1, \/§] On a % = 2u et donc dt = 2udu. Ainsi,

3 1 V3 2u V3 T 0w s
——dt = 73du:2[arctanu} —2(—77):7.
1 ViV L utu )

dt 1 d
On pose u = e’ avec t € [0,1], donc t = Inu et u € [1,¢e]. On a = o et donc dt = Zu On obtient

1 1 e e
1 2 2 d 1 e
/ —dt:/ ﬁdt:/ 1—u:2/ ﬁdu:2[arctanu} :2arctan(e)—z.
o cht o € te LU+ ou L 1+u 1 2

u

d ! g
On pose u =sint avec t € [0, g} .On a di: = cost et donc du = costdt. Ainsi, / udu = / sin® ¢ cos ¢ dt.
0 0

Finalement, on trouve
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4.1 ¢) Remarquons qu’on a cos® ¢ = 1- sin® t) cost. On pose u = sint avec t € [O, g}

1 jus
d 2
On a d—? = cost donc du = costdt. Ainsi, / u3(1 - u2) du = / sin® ¢ cos® t dt. Finalement,
0 0

3 1
/0 sin3tcos3tdt:[iuzlf%uﬁ}o:ifé:%
2 dt
4.1 f) On pose u = V/t avec t € [1,4], donc t = u” et u € [1,2]. On a T 2u.
Y 7 2 :
Ainsi, dt = ——du=2 7du:2[ln 1+u} =2(In(3) — In(2)).
[ il =t ] M= (14 )] =200(3) - m(2))
du . . Yo T sint
4.2 a) On pose u = cost avec t € [0,7]. On a — = —sint. Ainsi, ——du = ——— dt et finalement,
dt 3+ u? o 3+ cos?t
/ smdt_l/lldu_l arctan | = T
o 3-+cos?t 3 711+(L)2 V3 V3 1 3V3
V3
t dt 1 1
4.2 b) On pose u =€ avec t € [0,1], donc ¢t =Inwu etuG[l,e].Onaa:adonc dtzadu.

1 e e
1 1 1 1 1 ¢ 1 2e +1
Final t, —dt = ———du = —d :[71 2 1} :,1( )
inalemen /02—|—e*t /12+11Lu U ‘/12u+1 U 2n(u-l—)1 2n 3

1
4.2 ¢) On pose u = it_ 1 avec t € [2,4], donc t =2u+ 2 et u € [0,1]. On a donc dt = 2du.

4 1
1 1 1

Ainsi, —dt =2 ———du = [arcsin u} = —.
/2 VAL — 2 /0 V4 — 4u? o 2

4.2 d) On pose t = tanu avec u € [0, %} a d 2

™ ™

1 z ud ud
1 4 1 4 4 2 1 1
Ainsi, ———dt = ————du= cos® udu = M du = -+ T
o (1+12)2 o l+tan®u o o 2 4 8

1
4.2 ¢) Onposeu:¥avect€ [ﬂ,Z].Ona—u:——.

Ainsi /2 ! dt : 1 ! du /
insi, —— dt=— -~ du=— S P .
vz tvitz -1 L%./%71U2 %\/1—u2 e 12

4.3 a) On pose u = V/t avec t € [1,4], donc on a t = u” avec u € [1,2].
dat 4 2

On a alors v 2u d’ou / eVidt = / 2ue” du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une intégration
u 1 1

2 5 2
par parties. On trouve : / 2ue" du = [2ue“} — / 2e" du = 2¢°.
1 1 1

4.3b)  On pose u =/t avec t € [3,4], donc on a t = u* avec u € [V/3,2].

Yin(vt—1 2 - 2
On a alors g:2u d’oﬁ/ ()dt—/ M2udu:2/ In(u — 1) du.
du 3 Vit V3 u V3

On fait maintenant une intégration par parties :

2/;1n(u—1)du:2[(u—1)1n(u—1)]2 —2/2 du=—2((vV3-1)In(v3—1) —4+2V3.
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2
4.4 a) La fonction est bien continue. Soit (a,z) € }0, % [ .

x t int x + sinf
On calcule m dt qui est aussi ——Cost ¢ en posant u = tant.
. sintcos?t . cos?t

1 L * cost + sint tanx 1 tan z
On a dt = du et, ainsi, ——dt = (1 + E) du = {u +In u} = tanz + Intan(z) + C.
a t.

2 ; 2
cos“ t sint cos®t ona tan a

4.4 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit x € R. On s’intéresse &
o dt 1
——_ dt dans laquelle on pose u = e’ c’est-a-dire t = Inu. On a donc — = = et ainsi
o 1+th(?) du w
S S 1 1 117 o e
——dt = ——du= ——I——du:[flnu—f— == — + C.
/0 1+ th(?) /1 14 Z*% u /1 2u  2ud 2 42y 2 4

On pouvait aussi faire sans changement de variable en écrivant, pour t € R :

1 1 et+et 1 ot
= — = =-(1+e 7).
1+th(t) 14 zi;_f 2e?
4.4 ¢) La fonction est définie sur R} et y est continue.
. 2 . . dt 2u
Avec le changement de variable u = Vet — 1, on a t = In(1 + u”) et ainsi, - 1ra
u u
T VT 9y T
Soit z > 0. On a ainsi —dt = — du =2 [arctanu} = 2arctan(ve® — 1) + C.
[ Vet —1 /T71 ul+ u? =1 ( )
4.4 d) La fonction est définie et continue sur RY.

dt
Le changement de variable v = v/t donne t = u® et ainsi, — = 3u®. Soit z > 0. On a

du
T Yz 2 Yz 3
1 3u 3u 3. 9 Ve 3 2
—=dt = du = du:[flnu —l—l] =—In(x3 +1)+C.
/1t+% / Wt / w41 A
4.4 e) La fonction est définie et continue sur |1, 4+ool.
dt U
Le changement de variable u = \/t2 — 1 donne t = \/u? + 1 et ainsi, — = ———. Soita>1let x> 1. On a
& du vu2 +1

4 z2-1 221
1 1 u 1
——dt = du = ————du =arctany/22 — 1+ C.
[L tvit? —1 //a271 uvu? +1+vu? 41 / =y v+l
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