Entrainement — octobre 2025

Exercice 1 — extrait ancien sujet e3a I

n

1+x
w1 fr(7) =0

Ta

Pour n € N*, et € [0,1], on pose f,(z) =
1. Pour z € [0,1[, lim 2"
n—-4o0o

Pour z =1, f,(1) = %

=0et

) . 0 sizel0,1]
La suite (f,) converge simplement sur [0, 1] vers f:z+— < i .
7 Slz= 1

Si la convergence était uniforme, comme les fonctions f,, sont continues
sur [0,1], le théoréme de transmission de continuité s’appliquerait et f serait
continue sur [0, 1]. Ce n’est pas le cas (f n’est pas continue en 1).

La convergence n’est pas uniforme

2. (a) Pourz €[0,1],ona 0 < <

= = < z". Par croissance de l'intégrale :

1 1
1
/degung/x"dx et donc 0<u, <
n+1
0 0

Or lim T = 0 donc lim u,, = 0 par le théoréme des gendarmes.
Il était aussi intéressant de rédiger le théoréme de convergence dominée.
lim wu, =0

n—-+o0o
(b) Par intégration par parties avec x — x"1 et z W, on a :
1 1
1 n+1 _3/2
/n+1 1+x)1/2d B {( —l—xl/Q} / ta)
0 0
: n+1
1 1 x”
n+Du, = —+= / ——dx
(1) vita) Ty

0
Avec la méme rédaction qu’a la question précédente, a partir de

xn-ﬁ-l

0 —— <
(V1+z)3

xn-l—l

rL+1

et avec la croissance de l'intégrale, on montre que ngrfw f EmE dz = 0.
Ainsi 1 .
n+1)u, = — 4+ o(1 uis n+1u, ~ —
(0 + D = 75 o(1) puis  (nt D~ 5
1
" n—+oo n\/§

(¢) Je vous laisse refaire une intégration par parties pour trouver :

(n+2)(n+ u, =

_ 1 — 1 _3
al—ﬂ,a2—4\/§eta3—4.

A nouveau, & partir de 0 < % < 2™2) et avec la croissance de
I'intégrale, on montre que ngrfm f (\/1%;)5 dz = 0. Ainsi
1 1 1 1 o(1)
Un = + X T X 5+

1 3 n 1
R S N
V2n  4v2n2 n?

3. On effectue le changement de variables u = t!/", de classe C', strictement croissant
et bijectif de 0, 1] dans ]0, 1], de sorte que 'intégrale dont on cherche la limite est

1
/ul/nh l/n du
0

lim g, (u) = h(1) (par continuité de h en 1).
n——+00

On pose g (u) = u/"h(u/™).

o Pour tout u €]0,1],

La suite de fonctions (g,,) converge simplement sur 0, 1] vers la fonction
constante égale a h(1).

o h est continue sur le segment [0,1] donc & est bornée et atteint ses bornes
(théoréeme des bornes atteintes). On note M le maximum de h sur [0, 1]. On
a la domination :

Ve N, Vu €0, 1), lga(u)| < M



et u — M est intégrable sur ]0, 1].

1
Par le théoreme de convergence dominée, lirf Jn = [h(1)du = h(1).
n—+00 0

2.

Exercice 2 — ancien sujet e3a PSI I

n
Montrons que B est libre. Supposons pour cela que > arer = 0. On a alors
k=0
n
Ve >0, 0=e" Zakxk =e "Q(x) puis Q(z) =0
k=0

———
=Q(z)

@ possede une infinité de racines : c’est le polynéme nul. Ses coefficients «; sont

tous nuls.
B est libre et engendre E (par définition d'un Vect); c’est donc une base de E.
La dimension d’un espace étant le cardinal de I'une de ses bases, on a

dim(E) =N +1
(a) Je vous laisse montrer que A est linéaire.
Aeg) = —eg et Vj e [1,N], Alej) =jej—1 —e¢;
Donc
seny) et InA CE

Im A = Vect(A(ep), ..., Aen)) C Vect(eg,. ..

‘ A est un endomorphisme de E. ‘

(b) Les calculs précédents montrent que

-1 1 0 0
0o -1 2
A = Matp(A) = 0
N
0 0o -1

A est inversible (triangulaire a coefficients diagonaux non nuls), donc A €

GL(E).

3.

4.

(c) Les valeurs propres d’une matrice triangulaire se lisent sur la diagonale, donc
Sp(A) ={-1}

A+ Iyyq est de rang N (les N premiére lignes sont linéairement indépen-
dantes et la derniére nulle) donc Ea(—1) est de dimension 1 par théoréme
du rang. Comme cet espace contient eg, (eg) est une famille libre de Eg(A)
et on a

Ey(A) = Vect(eg)
La somme des dimensions des espaces propres vaut 1
’ A n’est donc pas diagonalisable ‘

< dimE,

On a w, = (z +n)ke @+t ~ e=npke=" = o(1/n?) par croissances comparées.
La série de Riemann n% converge et # > 0. Par le théoreme de négligeabilité,
la série > (w,,) est convergente.
(a) Une somme (finie) de séries convergentes est convergente et il s’agit 1a de la
linéarité de la somme de séries convergentes.

N
Comme f € FE, il existe des scalaires «y tels que f = > ager. f(n +
k=0
x) apparait alors comme combinaison linéaire de termes généraux de séries

convergentes. Donc la série Y (f(n + x)) converge et

N “+oo
= Z <ake_m Z(m + n)ke_">

k=0 n=0

(b)

N

+oo
F(z)= Z (ak Z er(x + n))
n=0

k=0

(c) 1l S’agit de la question 3. avec z = 0.
k étant fixé, on a

“+o00 +oo k k
Z(x+n)kefn: Z()xk Inde™m
n=0 n=0 \j=0 J
On a une somme finie :
—+00 k k ]
Z(x +n)kem = Z (( ,)xk_]A])
n=0 =0 J

C’est bien une expression en fonction de A; mais aussi des oy, qui, euz, ne
sont pas dans l’énoncé. Qu’attend-on ?



(e) On veut exprimer F' & I'aide des e;. On a

P> Y a(ae,

k=0 j=0 J

Comme 0 < k—j < N, on a F € E (combinaison linéaire de eg,...,en).

Ainsi ® va de E dans E. Je vous laisse montrer que ® est linéaire.

5. On applique ce qui précede avec F' = e; (tous les o nuls sauf o; = 1) :
blei) = (]) Ajeij
§=0

On obtient donc pour ® dans la base B la matrice triangulaire :

D4 (DA ()4, (¥) Ay
o (hay Bar o (M)

(g) AO cee (Nj\ig) AN—Q
0 0 (),

Exercice 3 — ancien sujet e3a PC I

1. ANALYSE : Si ®, est un endomorphisme de E, alors ®,(X?") € E.

1 2
P, (X*) =2n (4 - X2> XL g XX = (@ —2n) X2 — I"X%*1

donc a = 2n.
SYNTHESE : Réciproquement, pour a = 2n,

e ®, est une application linéaire car pour tout P,Q € E, pour tout A € R,
o, (AP + Q)
= (i - X2) AP+ Q) +aX(A\P+Q)
= A (i XQ) P+ Cl X2> Q' + XaXP+aXQ
= A ((i X2> P’ +aXP> + (i —X2> Q +aXQ
d

AR, (P) + 0a(Q)

d,(1) =2nX de degré 1 <2< 2n

P, (XF)  =EXF14 (2n— k)X ! pour k compris entre 1 et 2n — 1
de degré k+1 < 2n

By (X20) = nx2n-l

Tous les (P,(X"))ogr<2n sont dans E. Donc S®, C E, donc @, : F — E.

Lorsque a = 2n, ®, est un endomorphisme de F.
‘ ®, est un endomrphisme de F si, et seulement si, a = 2n. ‘

2. Soit A € [—n,n].
ANALYSE : Sil existe (a, ) € N? tels que ®,(P) = AP, alors

— Sia=p=0,P =1, donc &,(P) =0+ 2nX # AP, donc («, 8) # (0,0).

—Siaz()etﬁ>0,P’:ﬁ(X—%)B_1,donc

De la méme facgon, si 8 =0et a > 0,

B, (P) = ((Qn )X — _2&> P.



Enfin, si « > 0 et 8 > 0, alors
1 a—1 1 B 1 a 1 B-1
a(xe3) (xog) va(xeg) (x-3)
a—1 B—1
(v+3) (v-3) (o(x-3)
1
(x+3))
a—1 B—1 _
:(X—i—;) (X—;) ((a+ﬁ)x+ﬁ2a>,

®,(P) = (i — X2> P' +aXP

=— (X+;) (X—;) §X+;>O: <X—;>ﬁ_l((a+ﬂ)X+
ﬂ;“) +2nX(X+;) (X—é)
- (X+;>a<x—;>6 <2nX—(a+ﬂ)X—ﬁ;a)

= ((2n—a—6)X—B_a)P.

P/

™

2

Cette expression est encore valable pour « = 0 et 8 > 0 et pour 8 = 0 et
a >0, donc on a :

V(@,8) € N*\{(0,0)},  @u(P) = (<2n—a —hX - B§a> "

— On a donc, pour (o, 8) € N2\ {(0,0)},

$,(P) = \P & {
2

Mm—a—B=0 =2 =n+ A
n—a—_0 @{a—i—ﬂ n @{a n+
SYNTHESE : réciproquement, pour a =n+ Aet 8 =n — A,

— comme A € [-n,n],n+AENetn—AeN,

— P = (X + %)a (X — %)ﬂ est donc un polynéome comme produit de poly-

nomes et deg(P) =a+p=n+A+n—X=2n,donc P € E.

— comme (n+A)+ (n—X) =2n#0,ona (n+An—X\) #(0,0), done, par
lanalyse, ®,(P) = AP
En conclusion, pour tout A € [—n,n] il existe un unique couple d’entiers (a, f3)
tel que P € E et ®,(P) = AP, o P = (X—|— %)a (X— %)5, c’est le couple
(o, B) = (n+A\,n—N).

. e Pour tout A € [-n,n], A est valeur propre de ®, et P =

(X + %)n—i-/\ (X — %)n_)\ = () est un vecteur propre associé.
On a donc [-n,n] C Sp(®,) et, comme Card(Sp(®,)) < dimE = 2n+1 =
Card([—n, n]), on a trouvé toutes les valeurs propres :

[Sp(®a) = [-n,n] |

Donc &, a 2n + 1 valeurs propres distinctes, et par condition suffisante, ®, est
diagonalisable et tous ses espaces propres sont de dimension 1.

e Or, Vect ((X + %)HH\ (X - %)_n_)\> C E)(®,), donc, par inclusion et égalité

E\(®,) = Vect <<X + ;)nﬂ (X - ;)TM)

des dimensions,

. Soit A = matp(®,). Alors, d’aprés la question précédente, il existe P inversible

telle que

A = Pdiag(—n,—(n—1),...0,1,...,n)P7!,

et, comme P, (1) = 2nX et, pour tout k € [1,2n],
1 k
O, (XF) = (4 — X2> EXFLponXkHl = (2n — k) XFH 4+ ZX’H,

on a axy = 0 pour tout k € [0,2n], car ay est le coefficient de degré k de
®,(X*). A a donc sa diagonale nulle.

Posons alors B = A + nls,41. On a

B = A+4nly4 = Pdiag(—n,—(n—1),...0,1,...
= diag(0,1,...,2n)P~!

,Tl)Pil +P(’I’LIQ.,L+1)P71

donc B est diagonalisable et Sp(B) = [0, 2n].

De plus, comme B = A+ nly, 41, les coefficients diagonaux de B sont tous égaux
an.

La matrice B répond donc aux conditions demandées dans 1’énoncé.



5. Comme
B? = Pdiag(0,1%,2%,...,(2n)*) P!
B? est diagonalisable et Sp(B?) = {0,12,...,(2n)?}.

Or, B? = (A+nl,41)? = matg((®,+nldg)?), donc ¥ = (®,+nldg)? convient.

Exercice 4 — ancien sujet e3a MP I

1. Je vous laisse montrer que ut € Z(F).
Soit h € G.
L’ application g — gh est une bijection de G dans G (gh = £ < g = ¢(h~1!). On
peut donc effectuer le changement de variables ¢ = gh dans la somme suivante :

1
+1 4 -1
uth = - Zg ug
geG
_ 1 -1 1,1,
= Zg ugh=— Zhh
geG geG
1
= hl|= -1 = hut
(m e u€> hu
e
donc |Yh € G, uth=hut|.
2. Ainsi, (u)F =L Y g lutg=21 Y glgut =L > uf = Lmut soit
) geG ) geG geG
(uhH)t =ut].
3.0n a Vg € G, Tr(g_lug) = Tr(u) donc, par linéarité de la trace
‘Tr(u'*‘) = Tr(u) ‘
4. Soit x € F =Imp, on a donc p™(x) = Zg Lpg(x). Or, pour tout g € G, F
qEG

est stable par G donc g(x) € F =1Imp et donc p(g(z)) = g(x).
Ainsi, pT(z) L > glg) = L Y2 = 2 donc z € Imp'.
geG

geG

5. o Pour tout z € kerp, ona g tpgh~tp(z) =0 = h~!p(z).
e Pour tout € Imp = F, on a g(h™*(x)) € F (puisque F' est stable par tout
élément de G), et pour tout ¢ € Imp, p(t) = t, donc p(g(h~1(z))) = g(h~ (z)),
puis g~ L(p(g(h = (2)))) = h=1 () = h~L(p(x)).
Ainsi, g7 'pgh~'p et h~! p coincident sur kerp et sur Im p.
Comme E = ker p @ Im p, ces deux applications sont égales sur F.

Donc

6. On a

1 -1
“'pyg (m > h ph)
heG

Zg pgh™'ph

v = (
L

geG heG
1
= 3 Z Z h=tph d’apres b
geG heG
1 v Loy L
= pa L mrt= it =
geG

donc | pT est un projecteur‘ .

7. Puisque p™ est un projecteur, on a rgp™ = Tr(p™).
Or, 3. donne Tr(p™) = Tr(p) = rgp donc rgp™ = rgp et Uinclusion de 4. :

Imp C Impt donne finalement
Imp =Imp™

8. o Puisque p™ est un projecteur, ‘ker pT est un supplémentaire de F' = Imp™ ‘ .

« Pour tout g € G, g et p™ commutent d’apres 1., donc ‘ ker pt est stable par g ‘ .

9. Si F est stable par tout g € G, il suffit de choisir un projecteur d’image F' (qui
existe car F' admet des supplémentaires) et d’appliquer 8.
Tout sous-espace stable par tout g € G admet au moins un supplémentaire stable
par tout g € G.




