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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raison-
nements entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies. Les candidats sont invités a
encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun docu-
ment : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Questions proches du cours'

Les questions sont indépendantes.
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Montrer que N : P +— [|P(t)|dt est une norme sur I'espace vectoriel R[X] des polynomes & coeffi-
0

cients réels. Montrer que cette norme n’est pas équivalente a la norme Ny, : P +— sup |P(t)].
te(0,1]

. Soient a, b et « trois réels strictement positifs vérifiant : 0 < o < a? < b2.

«
(a) Etablir la convergence de l'intégrale / <a dt. Cette intégrale est notée
0

b
1) (22— 1
Vit ) (x/oz —t )
Iop(a).
(b) Calculer I,(c) & l'aide du changement de variable ¢ = a cos? u.

. SQL. Comme en TP, on dispose de la table atome d’attributs id (clé primaire), nom, pays, anneeDecouverte,

masseAtomique.
(a) Ecrire une requéte pour afficher les noms des atomes découverts entre 1900 et 1950, en France,
et affichés par ordre alphabétique.
(b) Ecrire une requéte pour afficher le nombre d’atomes découverts par pays.

. Compléter la fonction suivante pour qu’elle renvoie le plus grand élément d’un tableau d’entiers.

def maxi(t):
Donnée : t un tableau non vide d entiers
Résultat : le maximum des éléments de t
n = len(t) # longueur du tableau t
maximum = ............
for k in range(1l,n):
if

return maximum

Exercice 1

On désigne par o un entier strictement supérieur a 1 et on pose, pour tout entier naturel n non nul :

+o0

1

Dans la suite de 'exercice, on notera u, au lieu de u,(«).



1. (a) Vérifier que, pour tout n de N*, le réel u,, est bien défini, et que wu,, > 0.
(b) Etudier la monotonie de la suite (uy)nen+ et en déduire qu’elle converge.

2. (a) Montrer que : Vn € N*, u,, = na(uy — tpt1).

n—1
1
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, u,, = u; H (1 - k>
o
k=1

3. Montrer, en considérant Inu,, que lim wu, = 0.
n—-+o0o

n
4. Pour tout n de N*, on pose S, = > ug.
k=1

(a) Montrer que : Yn € N*, S, = nal
a J—

Up+1-
s . 1 1
(b) En déduire que : Vn > 2, In S, = Inu; + Z {ln(l ——)—In(1——)].
= ko k
(¢) Donner un équivalent, lorsque k est au voisinage de +o0, de In(1 — —) — In(1 — —).
!

(d) Conclure quant a la nature de la série de terme général w,,.

5. Dans cette question, on suppose que a = 2. Calculer u; (). Ecrire une fonction Python pour le calcul
de u,.

Exercice 2

Soit (ap)nen+ une suite de réels. Pour tout n € N*, on pose
n n
b =n(an — ant1), An = Zak et B, = Z by,
k=1 k=1

1. On prend dans cette question, pour tout n > 1, a, = o1

Vérifier que Y a, converge et calculer sa somme.
n>1

2. On prend dans cette question, a, = n>=2eta =0.

(
(

nln(n)’
a) Etudier la monotonie et la convergence de la suite (an)n>2.

b) A Taide d’une comparaison série - intégrale, montrer que la série a, diverge.
) n
n>1

)
)
(c) Calculer lim nay,.
n—-+o0o
)

(d) Montrer que la série Y. b, diverge.

n=1

3. On suppose dans cette question que la série Y a, converge et que la suite (a,)nen+ est une suite

n=1
décroissante de réels positifs.
2n
(a) Pour tout entier naturel n non nul, on note u, = > ) ap. Montrer que Vn € N*, nag, < up.
p=n-+
(b) En déduire que lim nag, = 0.
n—-+o0o
(c) Démontrer alors que lim na, = 0.
n——+0o00
(d) Montrer que la série Y b, converge.
n=>1
+00 +oo
(e) At-on > ap,= Y b,7
n=1 n=1

4. On suppose dans cette question que la série Y b, converge et que la suite (ap)nen+ est positive,
n=1
décroissante et de limite nulle.



(a) Vérifier que Vm € N*, m < n, B, > Ay, — map41.
(b) En déduire que > a, converge.

n=1
+oo +oo
(c) En déduire que Y a, = > by.
n=1 n=1
. - 1 (cyp
Partie I : Etudede R, = ). ~—*,n €€N.
p=nt1 P

1. (a) Rappeler 'énoncé d’un théoréme (y compris I’évaluation du reste) permettant de montrer que

la série de terme général CELP gt convergente, ou p € N*.
P
F—
(b) i. Montrer que lim / T dz=o.
q—+oo / 14+
1 n
ii. A I'aide d’une suite géométrique, montrer que : ¥n € N, R,, = (—1)""! / % dx.
x
0
2. (a) Par intégration par parties, montrer qu’il existe un entier 8 € N* et un réel k différent de 0 tel
que :
_ (_1)n+1 1
(b) En déduire la nature de la série de terme général R,,.
“+o0o
3. Déterminer la somme Y R,.
n=0
. - T (Cye
Partie II : Etude de r, = >_ ,nmeN
p=n+1 VP
"1
4. On note, pour n € N*, U, = Z —.
p=1 VP
n d n
(a) Montrer que la suite | U, — / \/—:% converge. On notera L = HETOO(UTL - lf %) -2
1 n=1
+oo
oit 6 un réel strictement supérieur a 1. Justifier I'existence de — et, en utilisant une
b) Soit 6 éel strict t éri a 1. Justifier Iexist d 5 et tilisant
p=n-+1

comparaison série-intégrale, en trouver un équivalent quand n tend vers 'infini.
5. On pose, pour n € N*, v,, = U,, — 2y/n — L.
) . L .1
(a) Etudier la série de terme général v,+1 — v, et en déduire que v,, équivaut & —— lorsque n tend

2vn

vers 'infini.

. - 1 . . , .
(b) De la méme, maniére, en posant w,, = v, — F et en étudiant la série wy 11 — wy, déterminer
n
1
un équivalent de v, — ——= lorsque n tend vers I'infini. En déduire que U, est de la forme :

2/m

C C
n=A B+ — —
U v+ +\/ﬁ+0(n )

i N (2D = (=17
6. (a) Montrer que la série Z converge. On notera S = Z .

p=1 \/ﬁ p=1 \/]3

(b) Exprimer 79, en fonction de S et des sommes partielles U, et Ug,, .

B




(¢) En déduire qu’il existe deux réels a et b que I'on déterminera, tels que :
b C
= — +0(—=
Ton =a+ Tn + (n \/ﬁ)

Exprimer S en fonction de L et déterminer la nature de la série de terme général r,,.

Exercice 5

Soit d un entier, d > 2. Soit w = (wn)n>1 une suite de complexes, périodique de période d, c’est-a-dire telle
que

Vn € N*  wpiq = wn

Dans ce probléme, on s’intéresse a la nature (convergente ou divergente) de la série Y u,(A) de terme
général

wn, + A
=1 u,(\) ="

n
ou A est un complexe. On note plus simplement wu,, = u,(0) pour tout n > 1.

1. Supposons, dans cette question uniquement, qu’il existe un complexe A tel que > u,(\) converge.
Montrer que, pour toute valeur p # A, la série > u,(u) diverge.

2. Dans cette question, on choisit A = 0.

Pour tout entier naturel n non nul, on note S,, la somme partielle associée a la série > uy,, c’est-a-dire
n
W
k=1

d d
Z Wd+k en fonction de €2 = Z W+
k=1 k=1

(a) Pour tout entier naturel m, exprimer
md + 1

(b) Déterminer un réel a tel que

d
1 « 1
w1 e+ ,0 ()

S(m+1)d — Spna =

(¢) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur 2 pour que la série Z (S(m+1)d — Smd)
converge.

(d) Montrer tres soigneusement que la condition obtenue a la question précédente est une condition
nécessaire et suffisante pour que la série > u,, converge.

3. Montrer qu'il existe une unique valeur A € C telle que la série Y u,(\) converge.
4. Une généralisation.

Dans cette question, on se donne une suite croissante (an)n}1 de réels, telle que a; > 0 et
li_)m a, = +00. On suppose que €2 = 0. On pose, pour tout n > 1,
n o0

n
w

U, = — et Tn:Zwk.
An k=1

Par souci de commodité, on note également Ty = 0.

(a) Montrer que la suite (T,), -, est bornée.
(b) Montrer que pour tout entier naturel n non nul,

- - 1 1 T
=3 T o)t

af+1 An4-1

1 1
c¢) Montrer que la série Ty ( —
(©) Z ar Q1

(d) Montrer que la série Z Uy converge.

) converge.




