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avant le 21 novembre 2023 PISSARRO

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la clarté et la précision des raisonnements entrent pour
une part importante dans 'appréciation des copies. Il faut souligner ou| encadrer| les résultats. Bon
travail !

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Partie I

1. Rappel des propriétés de la trace d'une matrice notée Tr.

(a) Montrer que Tr est une forme linéaire sur M, (R).
(b) Prouver que : V(A, B) € (M,(R))?, Tr(AB) = Tr(BA).
(¢) En déduire que deux matrices semblables ont méme trace.

Dans toute la suite du probléme, A est une matrice de M, (R) ayant n valeurs propres
deux a deux distinctes, A\, - -, \,

2. (a) Justifier I'existence d'une matrice C' € GL,(R) telle que C~'AC = D ou D = diag(\1, -+ , \pn).
(b) Vérifier alors que I'on a : Vk € N, Tr(A*) = i Ak,
i=1

Partie 11
Soit ) un polynéme de degré n de C[X] : Q(X) = i b X"
k=0
On note aq, - - - , o, ses racines complexes, distinctes ou non et on a donc : Q(X) = b, ﬁ (X — ).
=1

n
On note, pour tout k € N* : T, = 3 oF et Ty = n.
=1

L’objectif de cette partie est de calculer les termes de la suite (Tk)keny A partir des
coefficients du polyndéme ().

1. Soit a € C.
m—1
Démontrer que, pour tout entier naturel m > 1, ona : X™ —a™ = (X —a) ( > aka1k>.
k=0
L R e QX)
2. Soit ¢ € [1,n]. On note @Q; le polynéme défini par : Q;(X) = X .
Montrer que ()’ est une combinaison linéaire des Q); que l'on déterminera.
X) - Qo
3. En remarquant que Q;(X) = @ )g Qla ), montrer que 'on a :
QAX) — Z <Z bkaf T> erl
r=1 \k=r

4. Déduire des questions 2 et 3 que l'on a : Vr € [1,n], b, = nir brti T
5=0

1



5. Soit k € [1,n — 1]. Exprimer T} en fonction de Ty, - ,T;_1 et des coefficients du polynéme
Q.

6. Soit k > n.
(a) Montrer par ailleurs que 'on a : ano bjTi—ni; = 0.
J:

(b) Exprimer alors T}, a l'aide de Ty_p, Tp—nt1,- - , Tr—1 et des coefficients du polynéme Q.

7. Conclure.

Partie IT1

On rappelle que A est une matrice de M, (R) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes,

A, , A, et on pose :
n

n—1
PX)=J[(X=-X)=X"+> a X"
i=1 k=0
et pour tout élément k de N*, S, = i DL
=1

1=
On considere alors le systeme linéaire (X) dont les inconnues sont ug,- - ,u, et défini par les n
équations suivantes :

Sl +u; = 0 et Vk S [[2, n]], Sk + ulSk_l + UQSk_Q + -+ uk_lSl + /{:uk =0

1. Démontrer que le systéme (%) possede une unique solution dans R”.

2. Vérifier que u; = a,_1 et que us = a,_». On pourra utiliser les relations coefficients racines
dun polynome.
3. En utilisant la partie II, montrer que (a,_1,a,_2," - , a1, ag) est solution du systéme (X).

4. En déduire que l'on a : Vk € [1,n], ux = ap_y.
Partie IV

Justifier que P(A) = O,,.
Prouver I’équivalence : A inversible <= ag # 0.

Montrer que la matrice A1, si elle existe, s’écrit comme un polynéme en A.

Ll e

On considere la suite (By)reqi,n) de matrices de M, (R) et la suite (di)repin) de réels définies
par :

d1 = — TI'(A), Bl =A + dljn
1
Vk € [[2,71]], dp, = —% TI‘(Bk,lA) et B, = By,_1A+di1,
(a) Etablir que I'on a :
k
VEk € [[1,71]], Bk = Ak + ZdZAk_Z

=1

(b) Montrer que I'on a aussi :
1 k—1 )
Vk € [2,n], dp = ~ (Tr(Ak) + > d; Tr(Ak_l)>
i=1

()

i. Prouver alors que : Vk € [1,n], dp = an_x
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ii. Déterminer B,,_;.
iii. Déterminer B,,. Le résultat était-il prévisible ?

1 0 -1 1
o 0O 0 0 2 e , e qes
5. Aplication : On prend n =4 et A = 10 -1 0 Utiliser la méthode étudiée au-dessus
1 2 0 1
pour déterminer le polynome caractéristique de A et la matrice A7,
-5 2 4 0
. 2 0 -2 —4
On pourra utiliser que : Bo A = i -9 3 0

0o —4 0 -1
. Le listing ci-dessous fournit 5 fonctions écrites en langage Python. Les matrices seront notées
comme des listes de listes.

1 def fonctionl1(A,B) : 25 for i in range(n):

2 n=len(A) 26 S+=A[1] [i]

3 c=[1] 27 return S

4 for i in range(n): 28

5 L=[] 29 def fonctiond(A,x):

6 for j in range(n): 30 n=len(A)

7 s=0 31 B=[]

8 for k in range(n): 32 for i in range(n):

9 s+=A[1i] [k]*B[k] [j] 33 L=[]

10 L.append(s) 34 for j in range(n):
11 C.append (L) 35 L.append (A[i] [j]*x)
12 return C 36 B.append (L)

13 37 return B

14 def fonction2(x,n): 38

15 A=[] 39 def fonction5(A,B):

16 for i in range(n): 40 n=len(A)

17 L=[0]*n 41 c=[1]

18 L[i]l=x 42 for i in range(n):

19 A.append (L) 43 L=[]
20 return A 44 for j in range(n):
21 45 L.append(A[i] [j1+B[i] [j1)
22 def fonction3(A): 46 C.append (L)
23 n=len(A) 47 return C
24 S=0

(a) Déterminer les types d’arguments pris par chaque fonction et le résultat qu’elles re-
tournent.

(b) Compléter le programme ci-dessous permettant d’afficher les coefficients du polynéme
caractéristique de la matrice A.

1 d=[1]

2 A=[[1,0,-1,1],(0,0,0,2],[-1,0,-1,0],[1,2,0,1]]

3 n=len(A)

4 #

5 # Compl\’eter le programme

6 #

7 print("Les coefficients du polyn\~ome caract\’eristique, dans 1’ordre
d\’ecroissants des puissances sont :",d)




