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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la clarté et la précision des raisonnements entrent pour
une part importante dans 'appréciation des copies. Il faut souligner ou | encadrer| les résultats.
Bon travail !

POUR CE DEVOIR, IL EST DEMANDE DE RENDRE UN, ET UN SEUL, EXERCICE.

Exercice 1 — type e3a'

Partie 1
On considére I'ensemble U des suites réelles u = (u,)nen telles que :

Un+1 Unp,
2 * 2

Vn eN, U=

Il est possible de déterminer U par le cours sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2, mais on
s’interdit ici d’utiliser ce résultat de cours.

1. Montrer que U est un espace vectoriel sur R.
2. Soient ¢ et d les deux suites appartenant & U telles que cg =1, ¢; =0, dy =0 et d; = 1.

(a) Montrer que (¢, d) est une base de U.
(b) Quelle est la dimension de l'espace vectoriel U 7

3. (a) Montrer qu’il existe deux réels distincts et non nuls p et ¢ que l'on calculera, avec
p < 0 < o, tels que les suites géométriques (p"),en et (0")nen appartiennent & U. On
notera r et s les suites telles que Vn € N, r,, = p" et 5, = 0".

(b) Montrer que (r,s) est une autre base de U.

4. (a) Siv estlasuite de U telle que vy = z, v; = y, donner en fonction de x et y les composantes
de v dans la base (r, s).

(b) En déduire une formule générale de v,, en fonction de n .
Partie 2

Dans cette partie, F désigne un R—espace vectoriel de dimension finie n appartenant a N*.
On note .Z(F) l'ensemble des endomorphismes de E et Idg 'endomorphisme identité de E. On

1
considére f un endomorphisme de E vérifiant la relation f? = 5( f+1dg).

1. Prouver que I'endomorphisme f est inversible (= bijectif) et exprimer son inverse f~! en
fonction de Idg et de f.

1
2. Justifier que ker(f — Idg) et ker(f + 3 Idg) sont des sous-espaces vectoriels de E.

1
3. Montrer que : E = ker(f — Idg) @ ker(f + 3 Idg).
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4. Calculer (f + 5 Idg) o (f —Idg). En déduire que ker(f + 5 ldg) = Im(f — Idg).

5. Exprimer f3 et f* comme combinaisons linéaires de f et Idg.

6. Etablir par récurrence que pour tout entier naturel n, il existe un couple (Gp, by) de réels tel
que : f* = a,f + b, Idg. Déterminer ag, by, a; et b;. Exprimer a,,, et b, en fonction de a,
et b, pour n dans N.
An41
2

a
7. Montrer que pour tout n appartenant a N, a,,o = + ?" En déduire les expressions de

a, et b, en fonction de n pour n élément de N.

8. Calculer les limites des suites (a,,) et (by,).

Exercice 2 — type CCINPI
Notations :

n est un entier naturel fixé, n > 2.

F est I'espace vectoriel des fonctions réelles définies sur R.

E est le sous-espace vectoriel des fonctions polyndémes a coefficients réels.

E, est le sous-espace vectoriel des fonctions polynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal
a n.

Partie I
Si f € F, on note A(f) et T'(f) les fonctions réelles définies par :

VeeR:A(f)(x) = flx+1) — f(x)

VeeR:T(f)(x)=f(z+1)
On admettra que A et T sont des endomorphismes de F.
On note A =T° =1dx (donc, si f € F, A% f) =T°(f) = f),et,sijeN, j>1,
AN =NToA=Ac AN, TI=TI"1oT =ToT}

1. (a) 1. Soit P € E, non constant. A(P) est une fonction polyndme.
Comparer les degrés de A(P) et de P.
Calculer le coefficient dominant de A(P) en fonction de celui de P.

ii. Vérifier que A induit un endomorphisme de E,, noté A,,.

An‘(fn _ i@))

(b) i. Déterminer ker A,,.
ii. En déduire le rang de A,,.

2. Pour k € N, on définit les fonctions polynémes N, par :

x(x—1)---(r—k+1)
k!

Ve eR, No(xr)=1 et Ng(z)=

(a) 1. Pour k > 1, exprimer A(Ny) en fonction des polynémes (NN;);=o.
ii. Calculer, pour j € N et k € N, AJ(Ny), puis (A7(Ny)) (0).
(b) i. Montrer que la famille (Ng, Ny,..., N,) est une base de E,.
ii. Soit P € E,. P s'écrit P =agNy + a; Ny + -+ + a,N, ou (ag,ay,...,a,) € R".
Exprimer les a; en fonction des (A7(P)) (0).
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3. (a) Soient k € N et f € F. Déterminer pour = € R, (Tk(f)) ().
(b) Soit j € N. Soit f € F.
i. Expliciter AJ(f) en fonction des T*(f), 0 < k < j. (On pourra remarquer que
A=T—1dx).

ii. En déduire que (A’(f)) (0) ne dépend que des valeurs de f aux points 0,1,...,7 :
f0), f(1), -, F ()

Partie 11
On se donne une fonction f de F. On cherche les polyndmes solutions du probleme (P) suivant :

deg P <n
(P) { nge {0,1,...,n}, P(k) = f(k)

On pose N(z) = ﬁo(x—j) =z(x—1)...(z —n).
j=
E, — R

P — (P(0),...,P(n))
Montrer que ® est un isomorphisme.

1. (a) Soit I'application linéaire @ :

(b) En déduire que le probleme (P) possede une unique solution notée P.
2. (a) Pour j €{0,1,...,n}, comparer (A(f))(0) et (AI(P})) (0).
(b) En déduire I expression de P; en fonction des (A7(f)) (0) et des polynomes N;.

3. Dans cette question, on suppose que f est de classe C"*1.
On note M,, = sup{ f("“)(t)‘ , telo, n]}

(a) Soit & € [0,n], non entier. Montrer que :

F ()
(n+1)!

deel0,n / flx) = Pp(x) = N(x)
On pourra poser (t) = f(t) — Ps(t) — KN(t), ou K est tel que ¢(z) = 0, et appliquer
judicieusement le théoreme de Rolle.

(b) En déduire :

1
Vx € 0,n|, —P < n
relon) 15) - Bl <
Pour cela, on pourra majorer | N (z)| sur chaque intervalle [j, j+1],ouj € {0,1,...,n—1}.




