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MP Camille
pour mardi 8 octobre 2024 PISSARRO

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la clarté et la précision des raisonnements entrent pour
une part importante dans 'appréciation des copies. Il faut souligner ou | encadrer| les résultats.
Bon travail !

# : proche du cours, méthode a connaitre, exercice de structure classique... Les exercices # sont
OBLIGATOIRES.

7 : probleme de concours, exercice pour chercher plus... Les exercices # sont facultatifs, mais bien
évidemment CONSEILLES.

Exercice 1 — ﬁ::.

Les familles suivantes sont-elles sommables ?

(=n"

, n € N* «a parametre réel.

/rLOé
2. u, =r"e n ¢ 7, 0 parametre réel, r € [0, 1].
(=™
g = (1) € ()
4. ujj =1 12 Ste= , (i,7) € (N)2. On pourra constater que .Y T .
0 sinon #intoot i1

Exercice 2 — ﬁn.

. +00 1\ "
A Taide d'un produit de Cauchy sur des séries géométriques, calculer Z(n +1) (2> .
n=0

Exercice 3 — ﬁ!.

Soit (uy,)neny une famille sommable. Pour n € N, on pose
Wy, = 5~ Z 2%uy,
2" 5

1. Montrer que la famille (w;,),en est une famille sommable.

2. Donner sa somme en fonction de la somme de la famille (u;,),en.




Exercice 4 — ¢ I

2
On rappelle que la somme de la série Z 5 est égale a %

Etant donné un entier n > 2, on introduit sa factorisation en nombre premiers n = PPy ... pyt ou

D1, D2, - - ., Pg sont premiers et distincts et ry, ro, ... 7, des entiers supérieurs ou égaux a 1.
71,72

On définit la fonction de Mdbius pu: N* — Z par p (1) = 1, puis, si n = pi'py> ... ppe > 2 par :

e si l'un des entiers 71, rq, ..., 7, est supérieur ou égal a 2, alors p (n) = p (p§1p32 ) ,pgq) =0;

esiry=ro=...=r,=1,alors u(n) = p(pip2...p,) = (-1)%.
On vérifiera donc que : (1) =1, pu(2) = -1, u(3) = -1, u(4) =0, u(5) = —1, u(6) = 1, etc.
1. Une propriété de la fonction de Mobius.
Pour tout entier n > 1, on désigne par D,, I'’ensemble des entiers naturels qui divisent n.

(a) Préciser 'ensemble Dy, puis les ensembles D,, pour 2 < n < 10.
En déduire la somme Y p(d) pour n = 1, puis pour 2 n < 10. Que peut-on conjec-
deDy,
turer ?

(b) En étudiant la forme des diviseurs d de n = pi'py* ... ppe, établir que les seuls diviseurs

d de n pour lesquels on a u (d) # 0 sont d = 1 et les entiers du type d = p;,pi, - .. pi,, OU

1 <k < qgetoui,ig,..., it} est une partie a k éléments de [1, g, puis en déduire que :
L (aq k L (aq k
S u@=1+3 (1) c0f =3 (1) .
€Dy k=1 k=0

(¢) En déduire la valeur numérique de la somme Y p(d) pour n > 2.
€Dy,

d
2. La famille sommable (Mz( ) ) pour (m,d) € N* x N*.
m? d?

1(d)

(a) Justifier la convergence absolue de la série de terme général a 2 oud >

d
(b) Justifier la sommabilité de la famille ( p(d) ) pour (m,d) € N* x N*,

m?2 d?
1 (d)
m?2 d?

(¢) On calcule de deux fagons la somme de la famille ( ) pour (m,d) € N* x N*,

e Etablir I'égalité suivante :

(m,d)eN* xN*
e En exploitant la partition de N* x N* formée par les parties
P,={(m,d) e N* x N* | md =n}

ou n = 1, établir les égalités suivantes :

ORECLAE g (Z M(d)) -

(m,d)EN* xN* n=1

d
(d) En déduire la somme de la série de terme général Masz )




