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MP
pour mardi 2 avril 2024

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la clarté et la précision des raisonnements entrent pour une
part importante dans l’appréciation des copies. Il faut souligner ou encadrer les résultats. Bon travail !
Pour ce devoir, il est demandé de rendre deux exercices, au choix.

Exercice 1

On définit deux fonctions :
- la fonction f de R2 dans R par f(x, y) = sin(x2 − y2),
- la fonction g de R2 dans R2 par g(x, y) = (x + y, x − y).

1. Justifier que les fonctions f et g sont différentiables en tout vecteur (x, y) ∈ R2 et écrire la matrice
jacobienne de f puis de g en (x, y).

2. Pour (x, y) ∈ R2, déterminer l’image d’un vecteur (u, v) ∈ R2 par l’application linéaire
d(f ◦ g)((x, y)) en utilisant les deux méthodes suivantes :
(a) en calculant f ◦ g ;
(b) en utilisant le produit de deux matrices jacobiennes.

Exercice 2 – Extremums d’une forme quadratique sur la boule unité fermée

On se donne un entier n ⩾ 2. On rappelle que la norme euclidienne usuelle ∥ · ∥ sur Rn est définie par :

∀x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn), ∥x∥ =

√√√√ n∑
k=1

x2
k.

On note Bn = {x ∈ Rn | ∥x∥ ⩽ 1} la boule unité fermée de Rn.
On fixe des réels ai,j pour 1 ⩽ i ⩽ j ⩽ n et on considère l’application f : Bn → R définie par :

∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn, f(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

 n∑
j=i

ai,jxixj

 =
∑

1⩽i⩽j⩽n

ai,jxixj .

L’objectif de cet exercice est d’étudier les extremums de la fonction f sur la partie Bn. On définit la matrice
Mf ∈ Mn(R) comme la matrice symétrique dont les coefficients (mi,j) vérifient :

∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, mi,j =
{

ai,j si i = j

ai,j/2 si i < j.

Si M est une matrice à coefficients réels, on note M⊤ sa matrice transposée.
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Partie I - Étude d’un exemple

Dans cette partie, on suppose que n = 2 et que l’application f : B2 → R est définie par :

∀(x1, x2) ∈ B2, f(x1, x2) = x2
1 + x2

2 + 4x1x2.

1. Justifier que l’application f admet un maximum et un minimum sur B2.

2. En étudiant la fonction t 7→ f(cos(t), sin(t)), déterminer les extremums de l’application f sur la
frontière S2 = {(x1, x2) ∈ R2 | x2

1 + x2
2 = 1} de B2.

3. Justifier que f est de classe C1 et déterminer les points critiques de l’application f dans la boule unité
ouverte B′

2 = {(x1, x2) ∈ R2 | x2
1 + x2

2 < 1} de R2.

4. En déduire que le maximum de f sur B2 est 3 et que le minimum de f sur B2 est −1.

5. Vérifier que la plus grande valeur propre de Mf est égale au maximum de f sur B2 et que la plus
petite valeur propre de Mf est égale au minimum de f sur B2.

Partie II - Le cas général

On ne suppose plus dans cette partie que n = 2.
On considère un vecteur x = (x1, . . . , xn) ∈ Bn et on note X = (x1, . . . , xn)⊤ ∈ Mn,1(R).

6. Montrer que f(x) = X⊤ Mf X.

7. Justifier que la matrice Mf est diagonalisable dans Mn(R).
Dans la suite, on note λ1, . . . , λn ∈ R les valeurs propres de Mf comptées avec leur multiplicité et on
suppose que λ1 ⩽ . . . ⩽ λn.
On fixe une matrice orthogonale P ∈ GLn(R) telle que Mf = PDP −1 où :

D =

λ1 (0)
. . .

(0) λn

 ∈ Mn(R).

On note Y = P −1X ∈ Mn,1(R).
8. Montrer les égalités Y ⊤ Y = X⊤ X = ∥x∥2.

9. On suppose que λ1 < 0 < λn. Montrer que λ1 ⩽ Y ⊤ DY ⩽ λn et en déduire que
λ1 ⩽ f(x) ⩽ λn.

10. En déduire que si λ1 < 0 < λn, alors max
Bn

(f) = λn et min
Bn

(f) = λ1.

11. Dans le cas où λ1 ⩾ 0, déterminer le maximum et le minimum de f sur Bn.

Partie III - Application des résultats

Dans cette partie, on suppose que n ⩾ 3 et que l’application f : Bn → R est définie par :

∀(x1, . . . , xn) ∈ Bn, f(x1, . . . , xn) =
n∑

k=1
x2

k −
∑

1⩽i<j⩽n

2xixj .

12. Déterminer le maximum et le minimum de l’application f sur Bn (on pourra commencer par déter-
miner le rang de la matrice Mf − 2In où In désigne la matrice identité de Mn(R)).

Exercice 3

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2.
On considère la fonction fn définie, pour tout (x1, x2, . . . , xn) de l’ouvert U = (]0, +∞[)n, par :

fn(x1, x2, . . . , xn) =
(

n∑
i=1

xi

)(
n∑

i=1

1
xi

)
= (x1 + x2 + · · · + xn)

( 1
x1

+ 1
x2

+ · · · + 1
xn

)
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1. Montrer que fn est de classe C2 sur U .
2. Montrer que fn possède une infinité de points de critiques (a1, a2, . . . , an) et les déterminer.
3. (a) Déterminer les dérivées partielles secondes de fn.

(b) Vérifier que la hessienne Hn de fn en un point critique quelconque de fn est proportionnelle à
la matrice Kn = nIn − Jn, où In désigne la matrice unité de Mn(R) et Jn la matrice de Mn(R)
dont tous les éléments valent 1.

4. (a) Déterminer le rang de Jn. En déduire que 0 est valeur propre de Jn et déterminer la dimension
du sous-espace propre de Jn.

(b) À l’aide des questions précédentes, donner les valeurs propres de Jn puis celles de Kn.
(c) Montrer que l’on ne peut pas, de cette façon, conclure à l’existence d’un extremum local de fn

sur U .
5. Étude du cas n = 2.

(a) Comparer les réels (x1 + x2)2 et 4x1x2.
(b) En déduire que f2 admet sur ]0, +∞[ × ]0, +∞[ un minimum global et donner sa valeur.

6. Étude du cas général.
On considère l’espace vectoriel Rn muni de son produit scalaire canonique. En appliquant l’inégalité
de Cauchy-Schwarz à deux vecteurs bien choisis de Rn, montrer que fn admet un minimum global
sur U , égal à n2.
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