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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la clarté et la précision des raisonnements entrent pour
une part importante dans 'appréciation des copies. Il faut souligner ou| encadrer| les résultats. Bon
travail !

Exercice 1

Soit £ un espace euclidien muni du produit scalaire (,) et de la norme associée. Soient p et r deux
projecteurs orthogonaux distincts de E. On note id 'endomorphisme identité de E.

1. Dans cette question uniquement, on suppose que p et r commutent.
(a) Montrer que p o r est un projecteur orthogonal.
(b) Dans le cas ou p o r est non nul, déterminer ses valeurs propres.

(¢) Montrer, en raisonnant par double inclusion, que ker(p o r) = kerp + ker r et
Im(por)=ImpNImr.

2. On ne suppose plus que p et r commutent.
Soit z un vecteur propre de p o r associé a la valeur propre \.

(a) Dans le cas o A # 0, montrer que x € ker(p —id) et (r(z) — Ax) € ker p.
(b) Calculer (z,r(x) — Az). En déduire I'encadrement 0 < A < 1.

Exercice 2

1
Soit £ = R,[X] muni du produit scalaire (P|Q) = [ P(t)Q(t)dt. On note B, = (1, X,..., X") la
0
base canonique de FE.
1
Soit u 'application qui & P € E associe u(P) défini par : Vo € R, u(P)(x) = [(z + t)"P(t) dt.
0
1. Montrer que u € GL(E).

. _ (e
2. (a) Prouver que pour tous p et ¢ dans [0,n], on a : (u(X?)|X?) = kZ:jO (ErTEyCE T

(b) En déduire que u est un endomorphisme autoadjoint.

3. On sait qu’il existe alors une base orthonormale (P;)o<;<n de vecteurs propres de u associés
aux valeurs propres (\;)o<j<n-

Montrer que : V(z,y) € R?, (x4 y)" = > A\ Pj(z) Pi(y).
j=0
Pour y réel, on pourra décomposer le polynoéme @, = (X + y)" dans la base (P;)o<j<n-
4. Déterminer alors la trace de I'endomorphisme u, notée Tr(u).

5. (a) Pour tout y réel, montrer que 'on a : u(Q,)(y) = 2n1+1 [(y + 1)2n 1 — 201,




1
(b) Déterminer Tr(u?). On pourra calculer g’ uw(Qy)(y) dy.

Exercice 3

On consideére la suite (a,)nen définie par ag = 1 et la relation de récurrence :

1 " ar
Vn € N, ntl = )
" Ont1 n+1]§]n—k+2

1. En utilisant un raisonnement par récurrence, démontrer que : Vvn € N, 0 < a,, < 1.
2. On considere la série entiere Y. a,x™. Justifier que son rayon de convergence est supérieur ou
n=0
égal a 1.
“+o0o
Pour z €] — 1, 1], on pose f(z) = > a,z".
n=0

n

3. (a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére »

Son+2
+00 "
(b) Déterminer l'ensemble réel de définition de la fonction z — > 3
n=0 "t

n

. +o00o +oo +oco .
¢) On pose, lorsque cela est possible, | > a,x™ | [ > =5 | = > w,z"”, produit de Cauch:
n—+2 y
n=0 n=0 n=0
réel des deux séries 3 a,z™ et 3 -

ot
Justifier que le rayor?c(ie convergeiolce de la série entiere Y w,x™ est supérieur ou égal a
1 et donner pour tout entier naturel n, une expression d?'(L)Un a l'aide de la suite (a,).
(d) En déduire que l'on a pour tout x €] — 1,1[, f'(z) = f(x) io nl:g
e
4. Démontrer alors que pour tout z € [0, 1], In(f(z)) = >

= (n+1)(n+2)

5. En déduire, pour tout x € [0, 1], une expression de f(z) a I'aide de fonctions usuelles.

- , 1 1 1
On utilisera sans le redémontrer que 'on a : = — .
m+1)(n+2) n+1l n+2

. ;. Qn
6. Justifier que la série Z 5, converge et calculer sa somme.
n=0




