Concours blanc — maths -
MP Camille
vendredi 8 novembre 202/ PISSARRO

La présentation, la lisibilité, [’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans ['appréciation des copies. Les candidats sont
invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs. Ils ne doivent faire usage
d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice 1

1. Calculer le polynéme caractéristique (sous forme factorisée) de la matrice suivante :

1 1
M=1]0 2
-1 1

N OO

Soient F un R-espace vectoriel de dimension n > 1 et v un endomorphisme de E vérifiant :
u? —3u+21dp =0 (%)

ou 0 désigne 'endomorphisme nul 0 ¢(g).

2. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
Déterminer les valeurs propres possibles a et 5 de I’endomorphisme u. On choisira o < 3.
Que dit le lemme de décomposition des noyaux dans cette situation ?

Comment peut-on déterminer une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale ?

AN

Application. Dans cette question, E est de dimension 3. On munit F de la base B = (eq, e, €3)
et on considere I'endomorphisme u de F de représentation matricielle dans la base B donnée
par M introduite en début d’exercice.

(a) Vérifier que u satisfait la relation (x). On fera apparaitre les calculs sur la copie.

(b) Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que U = PDP~!.
Calculer P~1.

Exercice 2

On note E l'espace vectoriel des applications de classe C! définies sur l'intervalle [0,1] et & valeurs
dans R.

1. On pose, pour f € E,

1

N = 1FO)+2 [1£@0)1de et Na(F) =21£(0)] + [ |f/(8)]at

0

(a) Montrer que N; définit une norme sur £. De méme, on n’en demande pas la démonstra-
tion, Ny est une norme sur F.



(b) Donner la définition de deux normes équivalentes. Montrer que N; et N, sont équivalentes
sur E.

2. Toutes les normes sur E sont-elles équivalentes a la norme N; 7

Exercice 3

Partie I - Préambule "y
Pour n € N*, on note H, ZE
n>=1,ona Hy, —H, > % et en déduire que la série harmonique >

n=1

1. Montrer que pour tout
diverge.

2. (a) Montrer qu’il existe une constante C' telle que pour tout n > 1, on a

1 1 C
n(1+-)— | <=
‘n(+n) n‘ n?

(b) En déduire que la série > (hl(Ll) — %) converge, puis qu’il existe une constante v telle

n=1 n
que -
H, =Inn+~v+o(1) quand n — +o0

Cette constante v s’appelle la constante d’Euler, et nous allons étudier certaines de ses
propriétés dans les parties suivantes.

Partie II - Une expression intégrale de la constante d’Euler
L’objet de cette partie est d’établir la formule

+0o0

/ In(t)e " dt = —y (1)

0

3. Montrer que la fonction ¢ — In(t) e™* est intégrable sur ]0, +oo].

4. Montrer que pour tout u > —1, In(1+wu) < u puis que pour tout entier n > 2 et tout ¢ € [0, n],

on a
t n—1
0< (1 — ) <eet
n

5. Montrer a ’aide du théoreme de convergence dominée que

—+00

n—1
lim /ln (1—) at= [ In(t)etar
n—-+00
0

6. Montrer successivement les égalités
n-t (1— 1
/m (1—) dt = lnn+/nln 1—u)"1du_1nn+/“)du

7. En effectuant le changement de variables t = 1 — u dans la derniere intégrale de la question
précédente, en déduire la formule (1).



Partie III - Lien avec la fonction (
+o0o

1
Pour tout s > 1, on pose ((s) = > — (qui se prononce « dzéta »).
nS

n=1

8. Montrer que pour tout s > 1, ((s) est bien défini et vérifie

+o0 +oo
dt dt
S < [ 5
[Ad [Ad
1 1
En déduire un équivalent de ((s) lorsque s — 17.

9. (a) Montrer que pour s > 1, la série

converge.
(b) Montrer que sa somme vaut ((s).

(c) En déduire la formule
+oo

((s)=s / is_tl) dt

1

ou E(.) désigne la fonction partie entiere.
10. Démontrer que pour tout entier N > 2, on a

N

BE(t) —t
/t)th:HN—ln(N)—l
1
et en déduire la formule .
FE(t) —t
[ (2)

1

E(t) —t

pvs) dt, conclure que

+oo
11. (5/2 uniquement) En justifiant I’égalité ((s) — % = /
S J—
1

1
C(s) = Tt o(1) lorsque s — 1
S E—

Exercice 4

Soit n € N*. On rappelle qu'une matrice N € M,,(R) est dite nilpotente s’il existe k& > 1 tel que
Nk = 0. On note N,, C M,(R) le sous-ensemble des matrices nilpotentes. On identifiera R" a
'espace M,, 1(R) des vecteurs colonnes de taille n, et une matrice M € M,,(R) a I’endomorphisme
de R™ qui lui est canoniquement associé. On note M la transposée d’une matrice M.

L’objet de ce probleme est de démontrer le théoréme suivant, di a Gerstenhaber.

Théoréme. Si V' est un sous-espace vectoriel de M, (R) constitué de matrices nilpotentes, alors

n(n —1)

dim(V) < 5

On note T} (resp. T,;) ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) et T,
I’ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes, c’est-a-dire n’ayant que des 0 sur la dia-
gonale.



1. Montrer que T est un espace vectoriel. On admet que T, et T.F" sont aussi des espaces
vectoriels. Donner la dimension de T}, T, et T, .

2. Montrer que T, & T,/* = M, (R).

3. Pour k € [1,n], on note Ey, = {x = (x1,...,2,) € R", Vi > k, x; = 0}. On note également
Ey = {0} et E,;; = R™ Soit A € T,/* et u I'endomorphisme de R" canoniquement associé a
A.

(a) Montrer que pour tout k € [1,n+ 1], on a u(Ey) C Ej_;.
(b) En déduire que A est nilpotente. On a ainsi montré que 7,/* C N,,.
(c) Montrer que T, N N,, = T,7*.
4. N, est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)?
5. Montrer que si A € N, alors Tr(A) = 0.
6. Soient A et B dans M,,(R). Montrer que si A, B et A+ B sont nilpotentes, alors Tr(AB) = 0.

Dans la suite du probléme, on fixe un sous-espace vectoriel V' de M,,(R) contenu dans V,,. On note
7 la projection de M,,(R) sur 7,/ parallelement a 7, (qui est bien définie grace a la question 2.).
On note également 7 'endomorphisme de M,,(R) défini par la transposition : 7(M) = M.

7. (a) Montrer que dim(V') = dim(V N7, ) + dim(7(V)).
(b) En déduire que dim(V) = dim(7(V N T, )) + dim(7(V)).
8. Montrer que 7(V NT,) est inclus dans T, .
9. Soit Ac7(VNT, )Nm(V)et N €V telle que A= m(N).
(a) Montrer que AT + N appartient & V. En déduire que Tr(A"T N) = 0.
(b) Montrer que N — A appartient a T, et en déduire que A(NT — A") € T,
(c) Montrer que Tr(A"T A) = 0.
(d) Conclure que A = 0.

10. En utilisant les résultats des questions précédentes, démontrer le théoréeme de Gerstenhaber.




