Fonctions vectorielles de la variable réelle

Ce chapitre a deux objectifs :

— étendre rapidement le programme d’analyse réelle de premiére année au cadre des fonctions vecto-
rielles ;

— fournir des outils pour ’étude des équations différentielles linéaires et du calcul différentiel.
Dérivabilité en un point

1. Dérivabilité en un point. Interprétation cinématique.

2. Traduction en termes de coordonnées dans une base.
Opérations sur les fonctions dérivables

3. Combinaison linéaire de fonctions dérivables.

4. Dérivabilité et dérivée de L(f), ou L est linéaire. Dérivabilité et dérivée de B(f,g), ou B est
bilinéaire, de M (f1,..., fp), o M est multilinéaire. Cas du produit scalaire, du déterminant.

5. Dérivabilité et dérivée de f o ¢ ou ¢ est une fonction réelle de variable réelle et f une fonction
vectorielle.

6. Applications de classe C*. Opérations sur les applications de classe C*.
Intégration sur un segment

7. Intégrale d’une fonction vectorielle continue par morceaux sur un segment de R.

8. Linéarité de l'intégrale. Relation de Chasles. Pour L linéaire, intégrale de L(f).

9. Sommes de Riemann associées a une subdivision réguliere.
b b

JF[ < SIS

a a

Intégrale fonction de sa borne supérieure

10. Inégalité triangulaire

T
11. Dérivation de x +— / f(t)dt pour f continue.
a

12. Inégalité des accroissements finis pour une fonction de classe C'.
Formules de Taylor
13. Formule de Taylor avec reste intégral. Inégalité de Taylor-Lagrange.

14. Formule de Taylor-Young.

Le but de ce chapitre est de généraliser aux fonctions vectorielles les notions de dérivée, d’intégration sur
un segment et de primitive. K désigne R ou C, E est un K-espace vectoriel de dimension finie p, et I est
un intervalle de R et tg € I. f est une fonction de I dans E. ||.|| désigne une norme de E.

Comme fonctions vectorielles, nous aurons par exemple des fonctions :

f ICR — RP
T\t = (i), f2(), - - fp(D))

ou les fonctions f; sont des fonctions réelles de la variable réelle, ou bien encore, puisqu’on disposera
b
d’une base B = (e1,€e2,...,€p),

fit= filt)er + fa(t)ea + -+ fp(t)ep

Les fonctions f; sont les fonctions coordonnées ou composantes de f. L’équivalence des normes en di-
mension finie nous assurera que les propriétés de régularité (comme la continuité et la dérivabilité) ne
dépendent pas de la base choisie.
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1 Limites et continuité (révisions)
o f admet la limite ¢ en tg, et on note tlir? f(t) =4, lorsque || f(t) — £|| P 0, soit encore
—to —to

Ve >0, 3a>0,Vtel, t—t) <a=|ft)—4|<ce

e Dans E muni de la base B = (e1,e2,...,€p), f:t = fi(t)er + fa(t)ea + - - -+ fp(t)e, admet la limite
¢ =/lie1 + -+ Lpep, quand t tend vers ty si, et seulement si, chacune des composantes f;(t) admet
la limite ¢; quand ¢ tend vers ¢.

e [ est continue en ty lorsque tlintl f(t) = f(to). f est continue sur I si f est continue en tout point
—to

de I. Cela revient a demander la continuité de chacune de ses composantes.

05

. .« 18 0.0
Exercice 1 : On considére

—0.5

fit— (sin3(t), cos(t) — cos4(t))

-1.0

Montrer que f est continue sur R. s

2.0
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2 Dérivabilité
2.1 définitions

—[ Définition 1 }

e f est dérivable en tg si la quantité
f(®)—=f(to)
t—to

J()—f(to)
t—to

est alors appelé vecteur dérivé en 5. On le note f’(tg).

admet une limite quand ¢ tend vers ty. Le vecteur

limite : lim
t—to

e f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point ¢y de I. Sa fonction dérivée est alors

frat—= f(1).

Je vous laisse adapter pour obtenir la notion de dérivabilité a gauche, a droite en tg.

,_‘ Propriété 1 !
La dérivabilité de f se traduit par la dérivabilité des fonctions composantes : dans F muni de la

base B = (e1,€2,...,¢€p), f:t— fi(t)er+ fa(t)ea+-- -+ fp(t)e, est dérivable sur I si, et seulement
si, ses composantes sont dérivables sur I. On a alors :

veel, f'(t) = fi(t)er + fo(t)ea + -+ f(t)ep

\. J

—[ Définition 2 }

Pour g définie sur un voisinage de tg et a valeurs dans K, on dit que f est négligeable devant g en

to, et on note f = o(g) lorsque tlLr% % =0.
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,_‘ Propriété 2 l .

f est dérivable en ty si, et seulement si, f admet un développement limité & 'ordre 1 en tg. Dans
ce cas, le développement limité est :

() = f(to) + f'(to)(t — to) + o(t — to)

0

Exemple : et = 1+it+ o(t).
Remarques :

— On effectue souvent la translation ¢ = tg + h. Quand ¢ est proche de ty, h est proche de 0. Le
développement limité s’écrit aussi :

fto +h) = f(to) + f'(to)h + o(h)

— La dérivabilité entraine la continuité.
— Interprétation cinématique. Lorsque la fonction f représente le mouvement d’un point matériel en
fonction du temps, le vecteur f’(t) représente la vitesse instantanée du point a 'instant tg.

— Une application est constante sur [ si, et seulement si, elle est dérivable et de dérivée nulle sur I.
En effet, f est constante si, et seulement si, ses applications coordonnées le sont. Celles-ci sont des fonctions numé-

riques ; cela revient donc & demander qu’elles aient une dérivée nulle, autrement dit que f' = 0.

2.2 opérations sur les dérivées

Lorsque p # 1, le produit de fonctions n’a en général plus de sens. Attention a ne pas parler de « produit de fonctions
dérivables » trop rapidement. Nous avons néanmoins des propriétés de dérivabilité-dérivation. On pourrait énoncer
les propriétés qui suivent en un point tg ; j’ai choisi de les énoncer sur I.

,_' Propriété 3 !

o Une combinaison linéaire de fonctions dérivables sur I est dérivable sur I. Pour f, g fonctions
dérivables sur I et a valeurs dans E, A\, u € K, on a (Af + ug)’ = \f' + ug'.

e Le produit d’une fonction dérivable sur I par une fonction scalaire dérivable sur I est
dérivable sur I. Pour f: 1 — FE et A : I — K dérivables, on a (A\.f) = XN.f + \.f".

o Siwu:R — I est dérivable, la composée f ou est dérivable et on a (fou) =u'. f owu.

,_[ Propriété 4 — composition avec une application linéaire ]

Soit L une application linéaire de E' dans un espace vectoriel F' de dimension finie, et f : [ - F
dérivable. Alors L(f) est dérivable sur I et

N’écrivez pas de formule de « dérivation d’une composée » car la dérivée d’une
application linéaire n’a pas de sens. On n’apprend ici & dériver que des applications
de la variable réelle.

Exemples :
o Soit A: I — M, (R) dérivable. Alors F : t — Tr(A(t)) est dérivable sur I et F'(t) =
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), At) = et on vérifie que la dérivée de Tr(A(t))

e Soit M : I — M, (R) dérivable. La dérivée de M T : t — (M(t))' est :

Propriété 5

Soient F, F, G des espaces vectoriels de dimension finie et B une application bilinéaire de £ x F
dans G. Si f et g sont dérivables sur I, alors B(f, g) est dérivable sur I et on a

[B(f.9)]' = B(f',9) + B(f.9)

Par exemple, lorsque E est un espace euclidien, pour f et g dérivables sur I, la fonction ¢ — (f(t), g(¢))
est dérivable sur I et

(f,9)" ={f" 90+ {f.9)
et t — || f||? est dérivable sur I et (||f]|?)" =

,_' Propriété 6 !

Soient E1,..., E, et F' des espaces vectoriels de dimension finie et M une application multilinéaire
de By x---x E, dans F. Si f1,..., f, sont des fonctions dérivables sur I et a valeurs dans Fj, ..., F,
respectivement, alors M (fi,..., fp) est dérivable sur I et on a

[M(fla"'vf]?)],:M(f{7f27--'7fp)+M(f17fé7"'7fp)+'”+M(f17f27--~7f1/7)

. J

Par exemple,

[dets(fi,-.., )] =

Exercice 2 :

1. On reprend 'exemple du déterminant. Soit A une fonction dérivable de I dans Ms(R) (respective-
ment M,,(R)).
Dériver t — det A(t).

T 1 0
2. Calculer D'(z) ot D(x) = [22/2 =  1|. En déduire D(z).
/6 2%2/2 =«

2.3 fonctions de classe C*

Comme pour les fonctions de I C R — K, on définit la notion de dérivée k-ieme pour f : 1 — E.
— La dérivée d’ordre 0 est f(O = f.
— Pour n € N, si la dérivée d’ordre n (ou n-itme) de f existe et est dérivable, f(*+1) = (f(0)y
— Ainsi, la dérivée d’ordre 1 est f) = f/ si f est dérivable.

— f est n fois dérivable si f, ..., f(") existent.
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— On peut aussi noter TT,{ a la place de f).

— Interprétation cinématique : lorsque f représente le mouvement d’un point matériel en fonction du

temps, le vecteur f”(tg) représente le vecteur d’accélération du point a l'instant ¢g.

Enfin, on dit que f est de classe C¥ si f est k fois dérivable et f(*) est continue. On dit que f est de classe
C> si f est de classe C* pour tout k. La encore, il suffit d’étudier les coordonnées de f dans n’importe
quelle base de E :

pour f = fieg +---+ fp€p7 f(k) — fl(k)el 4t fék)ep

Pour terminer, mentionnons la généralisation de deux propriétés vues plus haut, qui se démontrent par
récurrence.

,_‘ Propriété 7 !

Pour L application linéaire de E dans F', B application bilinéaire de F x G dans F, et f,g de
classe C™ sur I et a valeurs dans E et G, on a :

e Lo festdeclasse C" et [L(f)]™ = Lo f™.

e Formule de Leibniz

B(f.g) est de classe " et [B(£.0)]" =Y (?)B(f(j),g("‘”).
j=0

3 Intégration

3.1 intégrale d’une fonction continue par morceaux et propriétés

— Définition 3

Une fonction f : [a,b] — E est dite continue par morceauz si ses coordonnées dans une base de E
le sont. La continuité par morceaux ne dépend pas de la base choisie.

Une fonction f : I — E est continue par morceauz si elle est continue par morceaux sur tout
segment de [.

On note CM(I, E') I’ensemble des fonctions continues par morceaux sur un intervalle I & valeurs
dans F.

Sans surprise, nous définissons l'intégrale d’une fonction vectorielle en passant par ses coordonnées,
qui sont des fonctions numériques pour lesquelles I'intégrale a déja été définie. Nous admettons que
la définition donnée est indépendante de la base choisie.

,_[ Définition - propriété 1 }

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b] et & valeurs dans E. Soit (eq,...,e,) une base
de E. On note f1, ..., fp les fonctions coordonnées de f dans cette base : f = fie1+ faea+- - -+ fpep.
On définit l'intégrale de f sur [a,b] par :

b b b b
/f: /fl e; + /f2 €+ -+ /fp €p
a a a a
Cette quantité est indépendante du choix de la base de F.
b
On peut aussi noter [ f, ou [ f(¢)dt.
[a,b] a
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Par exemple, pour f(t) = (x(t),y(t)), ({bf(t) dt =

(t)
(t)

Une fois une base de E fixée, pour établir des propriétés de l'intégrale vectorielle sur [a,b], on se ra-
meéne aux fonctions coordonnées. On peut, de cette fagon, montrer facilement les quatre points de la
propriété suivante.

,_‘ Propriété 8 ! <

Soient f, g des fonctions continues par morceaux de [a,b] dans E et A, u dans K.

b

[ f()dt
On étend la notation [ f(t)dt avec b a
“ I rtat

e Linéarité
b

b b
Jor@ + gt = [ fyde+p [ g(o)ae

a

e« Relation de Chasles
b c b
Ve € [a,b], /f(t)dt:/f(t) dt+/f(t) dt

o Effet d’une application linéaire
b b
Pour L application linéaire, L(ff)=[Lof.
a a

e Propriété des sommes de Riemann
b
Les sommes de Riemann associées a f sur [a,b], S,(f) et T,,(f), convergent vers [ f(t)dt

quand n tend vers l'infini.

b—a
n

b—a) b—a <& b—a
n n n

n—1
k=0

\. .

Nous représentons les sommes de Riemann Sio(f) et Tio(f).
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,_[ Propriété 9 — inégalité triangulaire ] \

Pour a < b et f continue par morceaux sur [a, b, on a

b b
| [ swan < [1r@lae<e-a) s £

z€[a,b]

Exercice 3 (début de Centrale 2024) : Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux a valeurs
dans un intervalle J. Soit ¢ une fonction continue et convexe sur J. Démontrer que

b b
1 1
ol [r0at) <o [eormar

On pourra utiliser des sommes de Riemann. Cette inégalité est I'inégalité intégrale de Jensen.

3.2 primitives et intégrales

On appelle primitive de f toute fonction F' dérivable sur I vérifiant F/ = f. Si f admet des primitives,
celles-ci se déduisent les unes des autres par addition d’une constante vectorielle.

Les primitives de f peuvent se calculer a partir des fonctions coordonnées de f.

On retrouve le théoréme fondamental de l'intégration, que nous admettons mais qui résulte, une fois
encore, du travail sur les fonctions coordonnées.

,_[ Théoreme 1 — théoreme fondamental de I'intégration }

xX
Soit f une fonction continue sur I et a € I. La fonction F, : x — [ f(t)dt est I'unique primitive
a

de f sur I s’annulant en a.

Pour tout b € I, pour toute primitive F' de f, on peut calculer les intégrales a ’aide de primitives :

b
[ £t = F(b) - Fla)

Quand f est de classe C! sur I, f est une primitive de f’, et on a :

b b

f(0) = fla) = /f’(t) dt soit encore f(b) = f(a) +/f’(t) dt

a a

,_[ Propriété 10 — inégalité des accroissements finis ]

Soit f de classe C! sur I. On suppose qu’il existe k réel tel que : Vt € I, || f'(¢)|| < k. Alors

V(e,d) € I?, || f(c) = f(d)] < kle —d]

Dans [0, +00], on peut écrire : || f(c) — f(d)|| < sup||f/(®)|| x |ec —d|.
tel

Interprétation cinématique : un mobile qui se déplace & une vitesse instantanée de norme inférieure
ou égale a v,q; pendant un temps 7', se retrouve au maximum & une distance v,,q; X T de son point de
départ.
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4 Formules de Taylor

Encore une fois, les théorémes suivants (formules de Taylor vectorielles) s’obtiennent en appliquant les
formules de Taylor aux fonctions coordonnées de f.

4.1 formules globales

Dans les deux formules suivantes, 'ordre de a et b n’importe pas (on ne demande pas a < b).

,_[ Théoreme 2 — formule de Taylor avec reste intégral a l'ordre n ]

Soit f de classe C"*! sur un intervalle I. On a pour a et b € I :

b

k(g _pn
f(b) _ Z f k'( )(b o a)k +/ (b n't) f(n+1)(t) dt
k=0 ’ a ’

,_[ Théoreme 3 — inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre n ]

Soit f de classe C"*! sur l'intervalle I. Pour a et b dans I, on a l'inégalité :

‘bia|n+1
(n+1)!

n k) (g
Hf(b)—zf Dy ap| <
k=0 :

ott M = max || F@+(#)].
te(a,b]

\. .

M existe bien puisque f"*1) est continue sur le segment [a, b].

4.2 formule locale

,_[ Théoréme 4 — formule de Taylor-Young }

Pour f de classe C" sur I et a € I, on a :

n ) (g
f@) = 3D a1 o(@ - ay)
= k!

. J

Cette derniere expression s’appelle développement limité a 'ordre n en a.
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5 Vecteurs tangents a un arc

Dans le chapitre Calcul différentiel, nous aurons a présenter les vecteurs tangents a une partie d’un es-
pace vectoriel normé. Nous montrons ici quelques exemples de vecteurs tangents a des arcs paramétrés.
Il s’agit d’illustrations, ’étude détaillée des arcs paramétrés n’est plus au programme.

On appelle arc paramétré a valeurs dans E tout couple (I,7) ou I est un intervalle et  une fonc-
tion vectorielle de I dans E. Lorsque E = R? ou R3, y(I) est une courbe.

La tangente 7 & la courbe représentative de (I,7) en ty est la droite passant par (o) et de vecteur
directeur v/(t9), d’équation paramétrée :

T ={v(to) + sv(to), s€R}=n~(to) + Vect(v (o))

Exemple dans E = R?

BN vecteurs tangents

t

Dans 'exemple ci-contre,

_ w2
sz:(f - E=R >

— (tcost,tsint)

. to costy costy — tgsinty
T_{<tosint0> —i_s(SiIlt()<|>t()COSt0>7 SER}

Exemples dans E = R3

A gauche, y(t) = (cost,sint, t). A droite, v(t) = (tcost, tsint, 5t). En bleu, I’arc paramétré et en rouge, des vecteurs
tangents.

- —_——

-
i P
. e \
it A i
e - [
# S
& s
el - -
——— ]
-
I, ‘__-_-c‘—-h.-_- ,,f
~ -

-----
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6 Annexe : quelques éléments de démonstrations

Propriété 4

Par linéarité de f,

t—to t —to

Loft) =Lof(to) _ | (f(t)_f(tﬂ)> =L (f'(to) +o(1))

Comme L est une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimension finie, L est continue sur F, et en particulier
en f'(to). Donc lim L (f'(to) + o(1)) = L(f'(to))-
t—to

Propriété 5

(B, 9I(t) = [B(f,9)](to) _ B(f(®),9(t)) = B(f(t0), g(to)) _ B(f(t),9(t)) = B(f(to),g(t) + B(f(to),g(t)) = B(f(to), g(to))

t— t() t— t() t— t()
par bilinéarité de B

B (f(t) _ f(t0)7g(t)> + B (f(to)7 g(t) _g(t0)>

tfto t*to
B(f'(to) +0(1), 9(t)) + B(f(to), ' (to) + o(1))

Or g est dérivable en to, donc continue en ¢o. Donc g(t) —— g(to). B est une application bilinéaire entre espaces vectoriels
t—to

de dimension finie, donc B est continue. On obtient que la limite du taux d’accroissement en % est

B(f'(to), g(t)) + B(f(to), g’ (t0))

Propriété 9 (inégalité triangulaire)
Remarquons pour commencer qu’une fonction continue par morceaux sur [a, b] est bornée, donc sup || f|| existe. On aurait

[a,b]

pu noter, a la place, || f]|oo-

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b] et S,(f) somme de Riemann associée & f. Pour alléger, on pose
ar =a+ kb_T“. Par inégalité triangulaire dans F,

1521 = 12257 sl < 222 5 1l
k=0 k=0

n n

En notant g(t) = [|f()[l, on a [|Sn(f)Il < Sn(g) (x)-

b b
Comme f est continue par morceaux, Sy, (f) —— ff Par continuité de |||, |Sn(f)|]] — || ff||
n—-+oo o n—-+4oo @
b
Comme f est continue par morceaux, et que ||.|| est continue, g est continue par morceaux sur [a, b]. Donc Sy, (g9) — [ g.

n—-+oo
+ a

11 ne reste plus qu’a passer a la limite quand n tend vers I'infini dans (x).

Propriété 10 (inégalité des accroissements finis)
Premier cas : ¢ < d.
Quand f est de classe C! sur I, f est une primitive de f, et on a :

d d
1£(d) = £l = | / 7 dt] < / 1F ()] dt < Kle— d

par inégalité triangulaire.
On fera remarquer que f est k-lipschitzienne sur I.

Deuxieme cas : ¢ > d.
On applique le résultat du premier point au couple (d, ¢) au lieu de (¢, d).

Théoréme 2
La formule s’obtient 1& encore avec les fonctions coordonnées !
Je mets ici pour moi la démonstration du cas de fonctions numériques.

b
Pour n = 0, nous retrouvons f(b) = f(a) 4+ [ f'(t)dt pour f de classe C' sur I.
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L , n ey
Soit la fonction approzimation g : x — Y fT()(b —z)*. g est de classe C' sur I (f étant de classe C" 1!, ses dérivées ke

k=0
avec k < n sont toutes dérivables de dérivées continues) et on a

n (k+1) (e . &) (g b1
J@) = f@»+§:[f 20w - LD )

k!

n (k1) noloit1) )
k=0 j=0

g est de classe C* sur I, donc on a

/ / (n+1)
o)~ (o) = [dwa= [ LB omar

MP 2024 — 2025 11 D. Leroy, lycée Pissarro



