Anneaux et arithmétique

Compléments sur les anneaux
1. Produit fini d’anneaux.

2. Idéal d’un anneau commutatif. Idéal engendré par un élément. Noyau d’un morphisme d’anneaux
commutatifs.

3. Divisibilité dans un anneau commutatif integre et interprétation en termes d’idéaux.
Idéaux de Z

4. Idéaux de Z.

5. PGCD de n entiers relatifs : définition en termes d’idéaux et relation de Bézout.
Anneaux K[X] ou1 K est un sous-corps de C

6. Idéaux de K[X].

7. PGCD de n polynoémes : définition en termes d’idéaux et relation de Bézout. Par convention, le PGCD
est unitaire.

8. Irréductibles de K[X], et en particulier irréductibles de C[X], irréductibles de R[X].
9. Existence et unicité de la décomposition en facteurs irréductibles unitaires.
Anneaux Z/nZ
10. Inversibles de Z/nZ. Condition nécessaire et suffisante pour que Z/nZ soit un corps. Notation F,,.

11. Théoréme chinois : isomorphisme naturel de Z/mnZ sur Z/mZ x Z/nZ si m A n = 1. Généralisation
a plus de deux facteurs. Application aux systemes de congruences et a la résolution de systemes
d’équations dans Z/nZ.

12. Indicatrice d’Euler ¢. Calcul a l'aide de la décomposition en produits de facteurs premiers (apres avoir
établi les expressions de o(p*) pour p premier, et p(mn) pour m An = 1).

13. Théoreme d’Euler et lien avec le petit théoreme de Fermat.
Algebres

14. Algebre et sous-algebre. Exemples : K[X], Z(E), M, (K), F(X,K).

15. Morphisme d’algebres.

Sauf mention explicite du contraire, K désigne R ou C.
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1 Révisions

—[ Définition 1 }

Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes : une loi notée additivement, 4, et une
loi notée multiplicativement, x. On dit que (A, +, X) est un anneau lorsque

— (A, +) est un groupe commutatif, d’élément neutre noté 04 ou 0,
— X est une loi associative,

— X admet un élément neutre 14 ou 1,

— X est distributive par rapport a +

Un élément a € A est dit inversible lorsqu’il est inversible pour la loi x. Un anneau (A, +, x) est dit
commutatif lorsque X est commutative.

Par exemple,

o (C,+,x), (R, +, %), (Q,+, x) et (Z,+, x) sont des anneaux commutatifs.

o (M,(R),+, x) est un anneau de neutres 0,, et I,,.

e Si E est un K-espace vectoriel, (Z(E), +,0) est un anneau de neutres 0 (g et Idg.

o Si(A,+, x) est un anneau et X est un ensemble, ’ensemble F(X, A) des fonctions de X dans A, muni
des lois + et x définies par

Vige F(X,A), Ve e X, (f+g)(x) = [f(z)+9g(2)
(f xg)(x) = [flx)xg(x)

est un anneau. En particulier, (F(R,R),+, x) et (RN, 4, x) sont des anneaux commutatifs.
o {0} est un anneau. Dans cet anneau, 04 = 14.

Pour la multiplication dans un anneau, on omet souvent le signe x. Vous avez eu ’habitude avec les matrices :
A x B était notée AB.

,_[ Propriété 1 — calculs élémentaires }

Soit (A, +, x) un anneau. Pour a et b dans A, on a

Oy xa=0y4 e ax0g4=04y
Vn € Z, (n-a)b=a(n-b) =n-(ab) et en particulier, — (ab) = (—a)b = a(-0b)
(—a)(—b) = ab et en particulier, (—14)% = 14

,_‘ Propriété 2 !

Soit (A, +, x) un anneau et a,b € A tels que a x b = b x a. Alors, pour tout n € N

n n—1
(a+b)" = Z (n) : (a”_k X bk) et a"—=b"=(a—b)x [Z a1k bk]
k=0 k k=0

. J

—[ Définition 2 }

On dit qu’un élément a € A est nilpotent lorsqu’il existe n € N tel que a" = 0.

%\ Exercice 1 : Montrer que si x est nilpotent, alors 1 — x est inversible.
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—[ Définition 3 }

Un élément a de 'anneau (A, +, x) est inversible sl existe b € A tel que

ab=ba =1

Cet élément b est alors unique, on I'appelle inverse de a et on le note a~ .

,_[ Propriété 3 — groupe des unités }

L’ensemble U(A) des éléments inversibles de ’anneau A est un groupe pour la multiplication.

\

Par exemple, U(Z) = , UK) = , UM, (K)) = ,U(Z(R)) =
Exercice 2 : Déterminer I'ensemble des éléments inversibles de K[X].

r—[ Définition 4 }

On dit qu'un anneau (A, 4, x) est intégre lorsque c’est un anneau commutatif non nul dans lequel on
a 'implication :

axb=0= (a=00ub=0)

Z et K[ X] sont des anneaux integres.

Exercice 3 :
1. Montrer que M3(R) n’est pas un anneau integre.

2. Montrer que anneau (F(R,R), +, xX) n’est pas integre.

—[ Définition 5 }

Soit (A, +, X) un anneau et B une partie de A. On dit que B est un sous-anneau de A lorsque B est
stable a la fois pour + et pour x, B contient 14 et (B, +, X) est un anneau.

Votre ceil de lynx aura remarqué qu’il ne suffit pas de demander que B soit un anneau contenu dans A...

,_' Propriété 4 !

Soit (A, +, x) un anneau et B une partie de A.

1€ B
B est un sous-anneau de A < { B est stable par différence : Vz,y€ B, x —y € B
B est stable par produit : Ve,y € B, xy € B

Exercice 4 : Montrer que ’ensemble (appelé anneau des entiers de Gauss) Z[i| = {a + ib, a,b € Z} est un
sous-anneau de C.
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—[ Définition 6 }

On appelle corps tout anneau commutatif non nul dans lequel tout élément non nul est inversible.

Muni des lois usuelles d’addition et de multiplication, C est un corps, de méme que R et que Q.
Tout corps est integre.

—{ Définition 7 }

Soient A et B deux anneaux et f: A — B. f est un morphisme d’anneaux si :

f(la) =1, Va,ye€ A, flzx+y)=flz)+ fly) et flzy) = f(2)f(y)

Si f est un morphisme d’anneaux, f est un morphisme de groupes pour I'addition, donc

F(04) =05 f(—a)=—f(z) et pourn€Z, f(nz)=nf(x)

Comme dans le cas des groupes, la composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme d’anneaux
et 'image directe/réciproque d’un sous-anneau par un morphisme d’anneau est un sous-anneau. On définit
également les notions d’isomorphisme d’anneaux, d’automorphisme d’anneau et d’anneaux isomorphes. Il
reste vrai que la composée de deux isomorphismes est un isomorphisme et que la réciproque d’un isomor-
phisme est un isomorphisme.

Exercice 5 :
1. Montrer que f : C — C, z — Z est un isomorphisme d’anneaux.

A — R

. est un morphisme
u > limu,

2. Soit A I'anneau des suites réelles convergentes. Montrer que ¢ : (

d’anneaux.

2 Produit fini d’anneaux

Soient (A1, +, X),..., (A, +, X) des anneaux et A = Ay X Ay x --- x A,. On définit des lois + et x sur A
en posant :

(1, yxn) + (W1s-syn) = (x1+ Y1, o, Tn + Yn)

(1, @n) X (Y1yevyYn) = (X1 XYLy eony Tn X Yn)

,_' Propriété 5 !

L’ensemble A muni des lois + et x définies ci-dessus est un anneau de neutres

04 =(04y,..-,04,) e 1ga=14ay,..-.,14,)

Dans cet anneau produit, un élément (ay,...,ay) est inversible si, et seulement si, ay,...,a, sont
inversibles. Dans ce cas, on a :

(ab aan)_l = (a’l_la "7017;1)
On a donc U(A) =U (A1) x U(Az2) X --- x U(Ay).
Par exemple, (R™, 4, X) est un anneau d’éléments neutres (0,...,0) et (1,...,1).
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3 Idéal d’un anneau commutatif

— Définition 8 |

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. Une partie I de A est un idéal de A si

I est un sous-groupe de (A, +)
I est absorbant : pour tout (a,z) € Ax I, axx el

Par exemple, {0} est un idéal de A. Dés qu’un idéal contient 14, il est égal &

Exercice 6 : Montrer que pour I et J idéaux de A, la somme I + J est un idéal.
On montre de méme facilement que pour I et J idéaux de A, l'intersection I N J est un idéal.

,_[ Définition - propriété 1 }

Soit ¢ : A — A’ un morphisme d’anneaux commutatifs. Le noyau de ¢ est

kerp={x € A | o(x) =04}

Le noyau de ¢ est un idéal de A.

,_[ Définition - propriété 2 }

Soit z un élément d’un anneau commutatif A. L’ensemble :

xA={za | a € A}

est le plus petit idéal de A contenant x. C’est 'intersection de tous les idéaux de A qui contiennent
x. On Dappelle idéal engendré par x.

Un idéal qui est engendré par un élément est appelé idéal principal.

4 Divisibilité dans un anneau commutatif integre
Soit (A, +, x) un anneau commutatif integre.

—{ Définition 9 }

Soient a et b deux éléments de A.
On dit que a divise b (ou que b est multiple de a) s’il existe u € A tel que b = au. On note alors alb.

On retrouve des divisibilités déja connues : 2|8 dans Z, (X — 1)[(X? — 1) dans R[X].
La relation de divisibilité est réflexive et transitive, mais en général, elle n’est ni symétrique ni antisymétrique.
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,_‘ Propriété 6 !

zly & yACzA

Par conséquent, deux éléments engendrent le méme idéal si, et seulement si, ils se divisent mutuellement.
On dit qu’ils sont associés.

Exercice 7 : Pour a et b éléments de A anneau commutatif intéegre, montrer que si a divise b et b divise a (a
et b sont associés), alors il existe u inversible de A tel que b = ua.

5 L’anneau Z et ses idéaux

,_‘ Propriété 7 !

Les idéaux de Z sont les nZ, pour n € N.

Remarque :
nZ =mZ < (n|m et mn) < n=+m. Avec n et m dans N, nZ = mZ si et seulement si n = m.

,_[ Propriété 8 — plus grand diviseur commun }

Soit a,b € Z.
Il existe un unique d € N tel que aZ + bZ = dZ. On a pour k € Z :

kEld < (kla et klb)
d est appelé PGCD de a et b et noté a A'b. On a une relation de Bézout :

(u,v) € Z%, au+bv=d

Les diviseurs communs a a et b sont donc exactement les diviseurs de d. Et lorsque a ou b est non nul, d est
le plus grand parmi tous les diviseurs positifs communs a a et b.
Cette définition du PGCD est équivalente a la définition du PGCD vue en premiere année.

,_' Propriété 9 !

Pour aq,...,a, entiers relatifs, il existe un unique entier naturel d tel que

dZ = a1Z + asZ + - - - + an,Z

Pour tout & € Z,
kEld < (Vie][l,n], kla;)

d est le PGCD de ay,...,an.

,_[ Propriété 10 }

Pour aq,...,a, entiers relatifs, il existe un unique entier naturel m, appelé PPCM de aq,...,a,, tel
que

mZ = a1ZNasZN---NanZ
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6 L’anneau K[X]

,_[ Définition - propriété 3 }

Soient P et () deux polynomes de K[X]. Ces polynoémes sont associés s’ils vérifient une des assertions

équivalentes suivantes :
1. P|Q et Q|P
2. il existe A € K* tel que Q = AP

Par exemple, tout polynéme non nul de K[X] est associé & un unique polynéme unitaire, le polynéme obtenu par

6.1 l’anneau K[X] et ses idéaux

Propriété 11 }

Les idéaux de K[X] sont les PK[X] avec P € K[X].

PK[X] = QK[X] & (P|Q et Q|P) < (P et @ sont associés) < (IX € K* tel que P = A\Q)

,_[ Propriété 12 }

Soit (P, Q) € K[X]%. On appelle PGCD de P et @ tout polynéme D € K[X] tel que

PK[X] + QK[X] = DK[X]

Il existe un unique PGCD unitaire ou nul de P et . On le note P A Q.

\. J

Cette définition du PGCD est équivalente a la définition du PGCD vue en premiere année. Le théoreme de
Bézout découle directement de cette nouvelle définition.

,_[ Propriété 13 }
Soit (Py,...,Py) € (K[X])".
e On appelle PGCD de Pi,..., P, tout polynéme D € K[X] tel que

PK[X] + PK[X] + - + P,K[X] = DK[X]

Il existe un unique PGCD unitaire ou nul de P, ..., Py, on le note Py A--- A P,,.
o On appelle PPCM de P4, ..., P, tout polynome M € K[X] tel que

PK[X] N RBK[X] N - N PK[X] = MK[X]

Il existe un unique PPCM unitaire ou nul de Pi,..., P,, on le note P; V ---V P,.
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6.2 polyndmes irréductibles de K[X]

r—[ Définition 10 }

On dit qu’'un polynéme P € K[X] NON CONSTANT est irréductible lorsque ses seuls diviseurs sont les
polynomes associés a 1 ou a P.

Concretement, P est irréductible lorsque P = QH implique @ € K ou H € K.
Un polynéme est réductible lorsqu’on peut le factoriser sous la forme d’un produit de deux polynémes de
degré au moins 1.

,_[ Propriété 14 — irréductibilité des polyndmes de degré 1 }

Pour a € K, X — « est irréductible dans K[X].

.

—[ Théoréme 1 }

1. Les polynomes irréductibles unitaires de C[X] sont les polyndmes : X — a avec a € C.

2. Les polynomes irréductibles unitaires de R[X] sont :

(a) Les polynomes de degré 1 de la forme X — a avec o € R.
(b) Les polynomes de degré 2 de la forme X? 4+ pX + ¢ avec p? — 4q < 0.

—[ Théoréme 2 }

o Tout polynéme non constant P de K[X] est produit d’irréductibles.

e Soit P un polynéme non nul de K[X].

Il existe A € K*, n € N*, P,..., P, polyndomes irréductibles unitaires deux a deux distincts,
aq, ..., 0n € N* tels que
n
P=x][P"
i=1

Cette décomposition est unique a ’ordre pres des facteurs.

Exemple : pour A = AP{" ... P* et B = uPlﬁ ! Pkﬁ ¥ polynémes non nuls, décomposés comme ci-dessus,
on a :

— B|A si, et seulement si, pour tout i, 3; < o

— AAB=D=
— AVB=M=
— AB = AuMD.
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7 L’anneau Z/nZ

n désigne un entier naturel non nul.

7.1 éléments inversibles de Z/nZ

Nous avons déja vu (chapitre Groupes) que (Z/nZ,+) était un groupe commutatif. On définit, en vérifiant
que la classe de congruence de k¢ modulo n ne dépend que des classes de k£ et ¢, une multiplication dans

Z/nZ par :

,_[ Propriété 15 }

(Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif, d’éléments neutres 0 et 1.
Les éléments inversibles sont les classes des éléments premiers avec n :

kxt=ktl

U(Z/nZ) = {k | kAn=1}

Pour trouver 'inverse de k dans Z/nZ, il suffit de trouver un couple de Bézout (u,v) tel que ku+nv = 1.
Dans cette situation, k x uw = 1.

Exercice 8 :
1. Déterminer un inverse de 2 modulo 9.

2. Résoudre dans Z équation 2m =7 [9].

,_[ Propriété 16 }

Z/pZ est un corps si et seulement si p est un nombre premier. Le corps Z/pZ est aussi noté F,,.

Exercice 9 : Retrouver le lemme d’Euclide grice a la propriété précédente. Retrouver le petit théoréme de
Fermat grace a la propriété précédente.

7.2 théoréme chinois

—[ Théoréme 3 — théoréme chinois ]

Soit (m,n) € (N*)2 un couple d’entiers premiers entre eux. Les anneaux Z/(mn)Z et Z/mZ x Z./nZ
sont isomorphes par le morphisme d’anneaux :

Z/(mn)Z — Z/n”inZ/nZ
aw: — (EF)

Ceci permet parfois de ramener ’étude d’une équation sur Z/rZ avec r non premier a 1’étude d’équations
sur des anneaux plus simples.

Exercice 10 : A I'aide de l'isomorphisme naturel entre Z/77%Z et Z/77Z x Z,/11Z, résoudre : k% +2k+1 = 0[77].
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—[ Corollaire 1 — théoréeme des restes chinois ]

Soit (m,n) € (N*)2 un couple d’entiers premiers entre eux. Pour tous a,b € Z, le systéme

{ k ]
k

a
b [m]
admet une infinité de solutions. Si kg est une solution particuliere, les solutions sont exactement les
entiers congrus a kg modulo mn.

r—[ Méthode — restes chinois ]

On détermine une relation de Bézout mu + nv = 1. Cela nous fournit k1 = mu et ky = nv vérifiant :

ko = akq+bks est une solution particuliere au systeme des restes chinois. Les solutions sont exactement
les entiers congrus a kg modulo mn.

Exercice 11 : Résoudre dans Z le systéme (.5) : {n -
n=

On peut généraliser.

,_[ Propriété 17 — généralisation du théoreme chinois }

Etant donné nq,...,n, premiers entre eux deux & deux, les anneaux
Z/(ny...n)Z et  Z/miZ %X ...7/n.Z

sont isomorphes.

Exercice 12 : Ce sont les calculs en astronomie, ainsi que des problémes de répartition de grains, qui ont
donné lieu, tres probablement, a la naissance des congruences.

Le plus ancien probléme de restes (ou, dit de fagon moderne, de congruence) dont nous ayons la trace, est
le probleme de Sunzi, paru dans le Classique mathématique de Sunzi.

Probléme 3-26 du Sunzi suanjing

Suppose que ’on ait un nombre inconnu d’objets. S’ils sont comptés par 3, il en reste 2, s’ils sont comptés
par 5, il en reste 3 et s’ils sont comptés par 7, il en reste 2. Combien d’objets y a-t-il ?
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8 Indicatrice d’Euler

f_[ Définition 11 }

d’entiers de [0,n — 1] premiers avec n.
L’application ¢ : N* — N* est appelée indicatrice d’Euler.

Pour n € N*, on note ¢(n) le nombre d’éléments inversibles de Z/nZ, c’est-a-dire encore le nombre

©(n) est aussi le nombre d’entiers de [1,n] premiers avec n.

,_[ Propriété 18 — indicatrice d’Euler d’une puissance de nombre premier ]

Soient p un nombre premier et k € N* Alors p(p*) = p* — pF~1L.

,_[ Propriété 19 }

Si n et m sont deux entiers naturels non nuls premiers entre eux alors

@(nm) = @(n)p(m)

,_[ Propriété 20 }

go(n)zn(l—pi)...(l—pl?q)

Sin=p{'...p% avec pi,...,p, nombres premiers distincts deux a deux et ay, ..

*
.,a, € N* on a

Exercice 13 : Calculer ¢(12) et ¢(15).

—[ Théoréme 4 — théoreme d’Euler }

Soit n € N*. Pour a entier relatif premier avec n, on a :
)

Lorsque p est premier, p(p) = p— 1 et on retrouve le petit théoréme de Fermat : pour aAp = 1, a?~1 =1 [p].
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9 Algebres
— Définition 12 }

Soient K un corps et A un ensemble muni de deux lois internes + et X ainsi que d’une loi externe .,
c’est-a-dire d’une application :

( KxA — A )

(Nzx) — Az

On dit que (A, +, x,.) est une K-algébre ou tout simplement une algébre si
(i) (A,+,.) est un K-espace vectoriel
1. (A, +, x) est un anneau
2. VN 2,y) € Kx A%, A(z xy) = (\z) xy =2 x (\y).

Lorsque 'anneau est commutatif, ’algebre est dite commutative.

Exemples :
— K, KN, F(X,K) (pour X ensemble quelconque), K[X], K(X) sont des algébres commutatives.

— Si E est un K-espace vectoriel, (Z(E),+,0,.) est une algebre. Elle est non commutative deés que
dim E > 2.

— (My(K), +, x,.) est une algebre. Elle est non commutative dés que n > 2.

—[ Définition 13 }

On appelle sous-algébre d’'une K-algebre (A, +, x,.), toute partie B de A qui est un sous-anneau de
(A, +, X) et un sous-espace vectoriel de (A, +,.).

Nous admettons qu’une sous-algebre d’une K-algebre est une K-algebre.

Par exemple, I'ensemble des matrices diagonales de M,,(K) est une sous-algébre commutative de M, (K).
L’ensemble des matrices triangulaires supérieures/inférieures de M,,(K) est une sous-algebre de M,,(K).
Si I est un intervalle de R, pour tout k& € NU {co}, C¥(I,K) est une sous-algebre de F(I,K).

—| Définition 14 }

Soient A et B deux K-algebres. Un morphisme d’algébres de A dans B est une application linéaire de
A dans B qui est également un morphisme d’anneaux.

Il y a donc 3 conditions a satisfaire pour que f : A — B soit un morphisme d’algeébre, qui sont :
1.

Par exemple, 'application z € C — Z est un morphisme de la R-algebre C dans elle-méme.

On remarque que ker f ne contient pas 14 (sauf si 1z = 0p, soit si B = {0}) donc ker f n’est pas une
sous-algebre de A.
On peut montrer que Im f est une sous-algébre de B.
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10 Annexe : quelques éléments de démonstrations

Propriété 3 (premiére année)
Pour une fois, nous ne pouvons pas montrer que U(A) est un sous-groupe d’un groupe connu plus gros car nous n’avons pas de
groupe connu plus gros a proposer.
— La loi x est-elle une loi interne de U(A)?
Oui car pour x et y inversibles, on a y 'z 'y = y 'lay = y 'y = 14 et de méme, zyy ‘a~
inversible.

1 = 14, donc zy est

— La loi x est-elle associative ?
Oui car A est un anneau.

— La loi x posséde-t-elle un élément neutre dans U(A)?
Ouicar 14 x 14 =14 donc 14 € U(A) et 14 est par ailleurs un élément neutre.

— Tout élément a-t-il un inverse dans U(A)?

Oui car si x € U(A), z est inversible et zz "

! est aussi inversible. 71 € U(A).

=14 =2 'z, donc z~
Définition-propriété 2
Notons I = zA.
e [ est un idéal.
On a (A, +) groupe et on a vu au chapitre Groupes que zA était un sous-groupe de A. Donc (I, +) est un groupe.
Et pour za € I (ol a € A) et a’ € A, on a a’vra=xda'a € zA=1.

e [ contient x.
Carz =xlg et 14 € A.

o [ est le plus petit idéal contenant x.
Soit J un idéal contenant x. Par définition d’un idéal, tous les xa avec a € A, sont dans J, donc A C J, soit I C J.

o [ est l'intersection de tous les idéaux de A qui contiennent x.

Comme [ contient , N KcClI.
K idéal de A contenant x
Par le point précédent, pour tout J idéal contenant x, I C J donc I C N K.

K idéal de A contenant x
Définition-propriété 1
Soit T = ker ¢, ot1 ¢ : A — A’ est un morphisme d’anneaux (avec A et A’ anneaux commutatifs).
On sait déja (vu en premiére année) qu'un morphisme d’anneaux est un morphisme de groupes pour 'addition, et que le noyau
d’un morphisme de groupes est un sous-groupe, donc (I, +) est un sous-groupe de A. Vérifions que I est absorbant :
Soit z € [ et a € A.
o(az) = p(a)p(z) = ¢(a).04r = 04/, donc azx € I.

Remarque pour moi : le noyau d’un morphisme d’anneaux n’est pas un anneau! En effet, p(14) = 14/ # 04/ (quand lan-
neau n’est pas réduit a {0}).
Par contre, 'image d’un morphisme d’anneaux est un anneau.

Propriété 6

e Supposons que z|y. Il existe a € A tel que y = az.

Soit z € yA. Il existe b € A tel que z = yb, et donc z = zab (on rappelle que A est supposé commutatif). Donc z € zA.
¢ Supposons que yA C zA.

y=yla € yA, donc y € zA, donc il existe a € A tel que y = za. Donc z|y.

Propriété 7
On sait déja que les sous-groupes de Z sont de la forme nZ, avec n € N. Donc tout idéal de Z est de cette forme. Réciproquement,
les nZ sont bien des idéaux (ce sont des idéaux engendrés par un élément).

Propriété 8

aZ + bZ étant un idéal de Z, il existe un unique (on l’a vu en remarque) d entier naturel tel que cet idéal soit égal a dZ.
Comme d € dZ, on a une relation de Bézout : il existe u et v tels que d = au + bv.

Si k divise a et b, dans la relation précédente, k divise d.

Et si k divise d, alors dZ C kZ. Donc aZ C dZ C kZ, et k divise a. De méme pour b.

Remarque : si on a une relation de Bézout de la forme au + bv = 1, alors 1 € aZ + bZ = dZ, donc dZ est un idéal qui
contient 1 : c’est Z. Donc d = 1. On retrouve la un résultat de premieére année avec une approche par idéaux.
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Propriété 11

Soit I un idéal de K[X]. Si I = {0}, on a I = 0.K[X]. Sinon, I’ensemble {deg P, P € K[X] \ {0}} est une partie non vide de N.
Elle admet un plus petit élément. On considére Py € I ayant ce degré minimal.

Comme I est absorbant, PoK[X] C I.

Réciproquement, soit A € I. On effectue la division euclidienne de P par Py. Il existe Q et R tels que

A=QP,+R et deg(R) < deg(FPo)

On constate que R = A — PyQ. Comme I est absorbant, Po@ € I. Comme (I,+) est un groupe, A — PyQ € I. Donc R € I, avec
deg(R) < deg(Py). Donc R =0, et A € P K[X]. I = BK[X].

Propriété 12
Par la propriété précédente, on a l'existence d’un PGCD. Et on a réexpliqué que DK[X]| = CK[X] si et seulement si C' et D
sont associés, si et seulement s’il existe T' € U(K[X]) tel que C' = TD.

Propriété 14

Si X —a=QH, alors 1 = deg(Q) + deg(H), donc {deg(Q) =1 ou {deg(H) B 1. Donc Q € Kou H € K.

deg(H) =0 " \deg(@) =0
Théoréme 1
Dans C[X], tout polyndéme non constant admet une racine (théoréme de d’Alembert-Gauss). Aussi un polynéme de degré supé-
rieur ou égal & 2 peut se factoriser sous la forme (X — a)Q(X) avec deg(Q) > 1, et n’est donc pas irréductible. On a par ailleurs
déja vu que les polynémes X — a, avec a € C, sont irréductibles. Donc ce sont les seuls polyndmes irréductibles dans C[X].
Dans R[X], on a déja vu que les polyndémes X — « étaient irréductibles. Les polyndmes de la forme X% 4+pX +qavecp®—4q <0
le sont aussi. En effet, si un tel polyndéme était réductible, il serait divisible par un polynéme de degré 1, qui aurait donc une
racine réelle. On aurait une racine réelle pour X2 4+ pX + ¢, ce qui est exclu.
Soit un polynome de degré au moins 3 dans R[X]. En tant que polynéme de C[X], P admet une racine \. Si A est réel, (X — \)
divise P dans R[X], et P est réductible. Si A n’est pas réel, comme P est & coefficients réels, nous avons appris que A était aussi
racine de P. (X — \)(X — ) = X? — 2Re(\) X + |A]? divise P dans C[X] et R[X] (*). P est réductible.

(*) Si Q € R[X] divise P € R[X] dans C[X], alors Q divise P dans R[X]. En effet, s’il existe R € C[X] tel que P = QR,
alors on en conjuguant les coefficients, on trouve (le polyndéme « conjugué » est celui dont on a conjugué tous les coefficients) :

QR=P=P=QR=QR
et par intégrité de C[X], ayant Q # 0, on a R = R, et donc R € R[X].

Théoréme 2
e P, : « tout polynéme de degré n est produit d’irréductibles » se montre facilement par récurrence forte.
Soit A un polynoéme non nul de K[X].

e Si A est constant, c’est terminé.
Sinon, A s’écrit comme produit d’irréductibles. En factorisant par leur coefficient dominant, on se raméne a des irréductibles
unitaires. En les regroupant, on trouve les «;. Voila pour I'existence.

e Unicité. Comme les P; sont unitaires, A est unique : c’est le coefficient dominant de A. Ecrivons, avec des ap et bp en-

tiers naturels éventuellement nuls
A=x [ pw=x [ P~

Punitaire Punitaire

et condidérons un polyndéme @ unitaire pour lequel ag < bg. On met en facteur et on simplifie dans K[X] intégre :

H por — Qte—ee H poe

Punitaire autre que Q Punitaire autre que Q

Le membre de gauche est premier avec @ (produit de polyndmes premiers avec Q) donc bg — ag = 0.

Propriété 15

K =kn]
¢ ={]n]
e On a déja vu que (Z/nZ,+) était un groupe commutatif.

o X est bien associative, commutative, distributive par rapport & +. Ona I xk=k =k x 1.
Ainsi on a un anneau. Cet anneau n’est en général pas intégre. Dans Z/6Z, 2

congrus a 0 modulo 6.

o La multiplication est bien définie. Si { alors k'¢' = k¢ [n)].

e kx £ =1siet seulement si Im € Z/ kf = 1+ mn si et seulement si il existe (¢, —m) couple de Bézout pour (k,n), si
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et seulement si (théoréme de Bézout) k An = 1.

Propriété 16

On rappelle que Z/nZ = {0,1,...,n — 1}.

Si n est premier, tous les entiers k de 1 & n — 1 sont premiers avec n. Par la propriété 15, k est inversible dans Z/nZ. Tous les
éléments non nuls sont inversibles, et Z/nZ est un corps.

Et si n n’est pas premier, il peut s’écrire ab avec 2<a<n—1.Onaax b= ab=0. Z/nZ n’est alors pas integre, et ne peut
pas étre un corps.

Théoréme chinois et théoréme des restes chinois
o Vérifions que I’application ¢ est bien définie.

Si k = ¢, alors nm divise k — £. Donc n divise k — ¢ et m divise k — £. Et donc, dans ZnZ, F=letk=
o Par la définition des lois dans ’anneau produit, on arrive facilement a

i

@(1) = lanncau produit @k +0) = (k) + o)  (kl) = @(k)p(€)

e Soit k € ker. On a k = 0 donc m|k. Et k = 0 donc n|k. Et comme m et n sont premiers entre eux, mn|k, puis k = 0. Donc
 est injective.

Enfin, Card Z/mnZ = nm = Card(Z/mZ x Z/nZ) donc ¢ est bijective.

La surjectivité de ¢ apporte le théoreme des restes chinois.

Propriété 18
On va compter le nombre d’entiers n de [1, pk]] qui ne sont pas premiers avec p*. n et p* ont un diviseur commun entier naturel
autre que 1 si et seulement si n est multiple de p. Les entiers de [1, pk]] qui ne sont pas premiers avec p* sont done :

p.2p,3p,...,p"

Iy enapt !

Le nombre d’entiers n de [[l,pk]] qui sont premiers avec p* est donc
k k k— k k—
¢(p") = Card[1,p"] - p* ' =p" —p" "

Propriété 19

Par le théoréme chinois, ’anneau Z/mnZ est isomorphe a Z/mZ x Z/nZ. Il y a donc autant d’éléments inversibles dans Z/mnZ
que dans Z/mZ x Z/nZ. Il y a exactement ¢(mn) éléments inversibles dans Z/mnZ. Les éléments inversibles de Z/mZ x Z/nZ
sont les couples formés par un élément inversible de Z/mZ et un élément inversible de Z/nZ. Il y en a ¢(m)e(n).

Propriété 20

Par les deux propriétés précédentes,

(e ) — o o — a 1 o 1
pn) = Y —pP 7).y - =it (- =) pir (1 - =)
p1 Pr
(e} ap 1 1
= pit..ppr(l——)...(1——=)
1 Dr

Théoréme d’Euler

Soit a un entier premier avec n € N*.

Puisque a An = 1, @ est inversible dans Z/nZ. Autrement dit, @ € U(Z/nZ), groupe des inversibles de Z/nZ, qui est de cardinal
©(n). Dans un groupe fini, tout élément est d’ordre fini et son ordre divise le cardinal du groupe. Donc

690('"') — T

MP 20283 — 2024 15 D. Leroy, lycée Pissarro



