Compléments d’algebre linéaire

Les attentes

1. Savoir montrer que deux espaces sont supplémentaires, et plus gé-
néralement, que des espaces sont en somme directe.

2. Base adaptée a une décomposition en somme directe.

3. Savoir calculer le projeté d’un vecteur sur un sous-espace vectoriel,
parallelement a un sous-espace vectoriel.
P P
4. Inégalité : dim (> F;) < > dim(F;) et cas d’égalité.
i=1 i=1
5. Etre a I’aise dans les calculs par blocs.
a»

1. Transvections par blocs.

1 Somme et somme directe d’une famille finie de sous-espaces vecto-
riels

Dans ce paragraphe, p > 2, Fy, Fy, ..., F}, des sous-espaces vectoriels de .

,_[ Définition - propriété 1 }

p
On appelle somme de Fi,..., F),, et on note ) F;, 'ensemble
i=1

Fi+Fo+---+ F :{x1+x2+-'-+xp ’ x1 € F1, x9 € Fo, ..., prEFp}

Fy + F5 + - -- + F}, est un sous-espace vectoriel de . C’est le plus petit sous-espace vectoriel de &/
& contenir tous les Fj.

—[ Définition 1 }

p
On dit que la somme F' = Fy + Fy+- - -+ F), est directe, et on note F' = F1 G @ --- D F), ou @ Fj,
i=1

lorsque la décomposition de tout vecteur de Fy + - -- + F}, en somme de vecteurs des sous-espaces
vectoriels F; est unique.

,_[ Propriété 1 — Caractérisation par la décomposition de Og }

Les sous-espaces I, ..., F}, sont en somme directe si, et seulement si, la décomposition du vecteur
nul comme somme de vecteurs des sous-espaces F; est unique.
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Exercice 1 : On considére les sous-espaces vectoriels de E' = R3[X] suivants. Montrer que Fi®Fy®F3 = E.
Fy = Vect(1,X), Fy=Vect(X?>+4X) F3= Vect(X3—1)

Donner les projecteurs associés a cette somme directe.

,_[ Propriété 2 — Caractérisation par les dimensions }

On suppose ici que F est de dimension finie. On a toujours

p
dim < F) < Z dim F;
=1 3

=1

et il y a égalité dans cette inégalité si, et seulement si, la somme est directe.

,_[ Théoréme 1 — Théoreme de la base adaptée ]

Ici F est un espace vectoriel de dimension finie.
Soient Fi, Fy,...,F), des sous-espaces vectoriels de F, de bases respectives Bi,Ba,...,B,. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. E=F @ F®--- @ F), est une somme directe.

2. La concaténation des bases B; est une base de E.

p
Lorsque F = @ E;, on appelle projecteurs associés & cette somme directe, les projections p; ou p;
i=1
est la projection sur F; parallelement a @ Ej.
J#
Et on appelle base adaptée a cette somme directe, toute base de E qui est concaténation de bases
de El,...,Ep.

Exercice 2 : Dans E = R* muni de la base canonique (ey, €2, €3, €4), on consideére
Fy = Vect(eg + ea,e3) Fy = Vect(eg + eq,e2) F3 = Vect(eg + e3,eq)

1. Montrer que la somme F; + F5 + F3 n’est pas directe.
2. Montrer que F; N Fy = {0}. On admet que F> N F3 = {0} = F}; N F5.

,_‘ Propriété 3 !

P
La famille des projecteurs associés a £ = @ E; vérifie :
i=1

p
Y pi=ldg et Vi#j piop;=0
i=1

,_[ Propriété 4 — caractérisation d’une application linéaire par ses restrictions }

F est un K-espace vectoriel.

P
On se donne F = @@ E; et p applications linéaires u; : E; — F.
i=1
11 existe une unique application linéaire u € Z(F, F) pour laquelle chaque restriction u| g, est égale

a (7
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2 DMatrices dans des bases adaptées

r—[ Définition 2 }

Soient F' un sous-espace vectoriel de F et f € Z(E).

On dit que F est stable par fsi  f(F) C F, c'est-a-diresi Vax € F, f(x) € F

L’endomorphisme induit par u sur F' est 'endomorphisme up € Z(F') défini par :
we F — F
Fo\z = u@)

Exercice 3 : Soient u et w deux endomorphismes de E qui commutent. Montrer que keru et Im u sont
stables par w.

%\ Exercice 4 : Les questions sont indépendantes, mais toutes sur le theme du choix d’une base adaptée
et de sous-espaces stables.

1. Donner la matrice d’un projecteur dans une base adaptée a F = ker(p — Id) @ ker p.

2. Donner la matrice d’'une symétrie dans une base adaptée & E = ker(s — Id) @ ker(s + Id).

Réduire un endomorphisme u consistera a écrire £ comme somme directe de sous-espaces stables
par u pour lesquels les matrices associées seront les plus simples possibles, par exemple diagonales
ou triangulaires. Déterminer des conditions pour établir I'existence de tels espaces est ’est un des
grands objectifs du programme d’algebre de MP. Pour 'instant, nous savons réduire une matrice de
projection et une matrice de symétrie.

1 -2 -2
1

Exercice 5 — Exercice résolu. Réduire s I’endomorphisme de R? canoniquement associé & M. M = s1-2 1 -2

-2 =2 1
et M? = I3 donc M est une matrice de symétrie.
On cherche ker(s — Id) et ker(s + id). On trouve
ker(s — Id) = Vect((1,—1,0),(1,0,—1)) ker(s 4+ Id) = Vect(1,1,1)

Une base adaptée a R3 est (u,v,w) = ((1,—1,0),(1,0,-1),(1,1,1)).

10 0
Dans cette base, la matricede sest [0 1 0 |. s est la symétrie (::::::"""""/’//
par rapport & Vect(u,v) parallelement a Vect(w). /
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3 Matrices définies par blocs
3.1 combinaison linéaire, produit

A|B
Pour A, B,C, D matrices de tailles compatibles, une matrice par blocs est de la forme (%) On

peut étendre & davantage de blocs encore. En particulier, il y a des matrices triangulaires par blocs, qui
peuvent étre supérieures ou inférieures (les matrices A; suivantes sont toutes des matrices carrées) :

A1 (*) A1 (0)

0 A ® A

Le déterminant est dans ce cas égal au produit des déterminants des blocs diagonaux.
Il y a aussi les matrices diagonales par blocs :

A (0)

0 4

Les opérations ne posent pas de probleme, que ce soit la multiplication par un scalaire, I’addition, ou
encore le produit. Le produit par blocs s’effectue en gros comme un produit usuel mais comme le produit
matriciel n’est pas commutatif, il faut faire attention a ’ordre dans lequel on écrit chaque produit.

1 215 0 12
3 4|6 |+ -1 —2|3 |=
-1 -2|-3 7 819

,_[ Propriété 5 — regles de calculs par blocs }

Produit : avec des matrices de tailles compatibles,

A|B E|G\ (AE+BF | AG+BH
clp )\ F|la ) \ cE+DF|CG+DH

(48 - (515

Transposée :

1 2|5

M| C
Par exemple, la matrice [ 3 4|6 | = devra étre multipliée & droite comme suit :

L |«

9 8|7
1 2|5
3 406 | x|
9 8|7
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mais ensuite, on peut faire des blocs de types différents, par exemple :

<MC><X1X2X3> B
L‘oz al‘ag‘ag N

Exercice 6 (extraits indépendants d’exercices d’oraux) :

1. @ est une matrice carrée (en réalité, la matrice de passage de la base canonique & une base B de
vecteurs propres). Ayant a calculer

1 0 0
0
T
Q : Onfl,nfl Q
0

effectuer une bonne organisation par blocs et faire le calcul par blocs.

01 ... 1

10 ... 0
2. Mémes questions pour calculer M3, ou M = .

10 0

3.2 tranvections par blocs

En premicre année, vous avez rencontré des matrices de transvection de la forme I, + AE; ; avec i # j, et
vous avez vu qu'une multiplication de A par une telle matrice effectuait une opération élémentaire sur les
lignes ou les colonnes de A. Nous généralisons ici. Il ne s’agit pas d’apprendre par coeur mais de pouvoir
retrouver rapidement telle ou telle opération élémentaire par blocs.
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,_‘ Propriété 6 l |

¢ Une action sur les colonnes ? Transvection & droite!
A B I T B
Ay By 0 I o
A B I 0 _
Ay By T I -

En prenant T'= A\, on pourra retrouver C; « C7+\Cs (ou Cy < Cy+ ACY), tout en notant
que ces actions sont faites sur plusieurs colonnes en méme temps.

e Une action sur les lignes 7 Transvection & gauche!
I T\ (A A\
0 I)\By By
I 0\ (A1 A\
T I)\By By

En prenant 7' = AI, on pourra retrouver Lj <— L1+ AL (ou Ly <~ Lo+ AL7), tout en notant
que ces actions sont faites sur plusieurs lignes en méme temps.

I T I

o 1)\ 1
sont inversibles et de déterminant 1. Par conséquent, multiplier par des matrices de transvection par
blocs conserve le rang et le déterminant.

Comme dans la méthode du pivot, on peut s’en servir pour obtenir des matrices triangulaires par blocs
et calculer le rang ou le déterminant.

Comme les matrices ) sont triangulaires et n’ont que des 1 sur la diagonale, elles

Exercice 7 : On admet la propriété des déterminants par blocs, qui sera vue au chapitre Déterminants.

Soient A et B € M,,(K). Montrer que (g i) a pour déterminant det(A + B) det(A — B).
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4 Annexe : quelques éléments de démonstrations

Définition-propriété 1

Pour les 3 points de sous-espace vectoriel :

e [N +---+F,CFE

e 0peFi+---+F,car0g= O +---+ O .
— ~

(ST €F)p
o Avec des notations évidentes, pour tous t =1+ -+ xp, y=y1 + - + Yp, A €K,
Az +y =Az1 +yi+- -+ ATp + Yp

€F1 €F,

par stabilité par combinaison linéaire des F; en tant que sous-espaces vectoriels.
Par ailleurs, x; € F; s’écrit Og +---+0g +2; +0g+---+0g € F1 + .- -+ F),.

Propriété 1

Le sens direct est immédiat, puisque dans une somme directe, la décomposition de tout vecteur est unique. Reste & montrer
que 'unicité de la décomposition du vecteur nul implique I'unicité de la décomposition de n’importe quel vecteur. Supposons
que z1 + -+ xp =y1 + -+ + Yp avec pour tout i, x; € F;, y; € F;. Alors :

1 — Y1+ T2 — Y2+ +2p — yp = 0 avec pour tout 4, x; — y; € F;

Par unicité de la décomposition du vecteur nul, z; — y; = 0 pour tout . Puis z = y.

Propriété 2

F1><-"><Fp — F1—|——|—Fp
(T1,...,2p) — T14 -t xp
o Si ¢ est injective (c’est le cas ot la somme est directe), c’est un isomorphisme et dim Fy X - - - X F, = dim(Fy + - - - + Fp).
Donc dim Fy + ...dim F, = dim(Fy + - - - + Fp).

L’application linéaire ¢ : ( ) est surjective.

e Sinon, ¢ n’est pas injective, et alors par le théoréme du rang,
dimImp < dim(Fy x --- x Fp)  soit dim(Fy + -+ Fp) < dim(F1) + - - + dim(F})
Théoréme 1
On note F = Fy + F> 4+ - -+ 4+ F}. On va montrer (1) = (2) = (3) = (2) = (1) ou
1. F est une somme directe

2. la concaténation des bases B; est une base de F'

p
3. dimF = ZdimFi.
i=1

et cela fournira en particulier le théoréme de la base adaptée du cours.

e ((1) = (2)) On suppose que F' = F1 + --- + F, est une somme directe.
Soit F la concaténation de Bi,..., B, bases respectives de Fi,..., Fj.
On note (b, .. ,bsf}) la base B;.

— F est-elle libre?

P )

Si Z E Aij bgj) = Og, alors par unicité de la décomposition de O dans une somme directe, on a (bien identifier les
j=1i=1

vecteurs des Fj) :

"y
¥i, D Aigb =0
i=1

mais alors par liberté de B;, pour tout ¢ entre 1 et nj, A;; = 0. F est libre.

— F est-elle génératrice de F'?
Soit € F. x s’écrit z1 + x2 + - - + zp avec 1 € Fy = Vect(B1),...,zp € F, = Vect(B,). Donc = € Vect(F).

+ ()= Q)

» P
On poursuit avec les mémes notations. Puisque F est une base de F, dimF = Card F = ) n; = ) dim Fj.
j=1 j=1

+ (3)=(2)

Soit encore F la concaténation de By, ..., By, bases respectives de F1, ..., Fj.
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Avec la méme rédaction que dans (1) = (2), Vect(F) = F. De la famille génératrice F, on peut extraire une base de F. Or
Card F = dim Fy + --- + dim F), (:) dim F'. C’est donc que dans notre extraction, aucun vecteur n’a été enlevé. Et donc que
3

F est une base de F'.

« (@)= @)

On suppose que x1 +x2 +---+ap = 0g avec 1 € F1,...,zp € F},. Chaque x; se décompose dans (b(lj), RN bifj)) base B; de
Fj.
P .
On se retouve avec une somme du type > Z(acj)ibgj) = Og. Par liberté de la concaténation de Bi,...,B,, on obtient
j=1li=1

(z;): = 0 pour tout 4, tout j, puis ; = Og pour tout j.

Propriété 3

e Pourx € E, x =21+ 22+ -+ xp ol x; € F;, pour tout i. Par définition de p;, z; = p;(x). On a donc facilement
z=pi(z) +p2(z) + -+ pp(2)

e L’écriture pj(z) =0g +---+ 0 +pj(z) + Og + - - - + Op fournit, par définition de p;, pour i # j, pi(pj(x)) = Og.

Propriété 4
e Analyse. Supposons que u existe. Pour z € E, on a = p1(x) + p2(x) + - - - + pp(z) avec les notations de la propriété 3.

Par linéarité de u,
u(z) = u(p1(x)) + ulp2(z)) + - + ulpp(x)) = wa(p1(x)) + - - + up(pp(x))
et u(x) est défini de maniere unique.
P
o Synthese. Réciproquement, notons u : z + > ug opx. Ona u € Z(E, F).

k=1
Soit « € E;. Comme E; = Imp; = Inv p;, on a p;(z) = x.

W@ = > o ppila)

avec la propriété 3, il vient :

u(z) = wiopi(pi(z)) + 08 = ui(pi(z)) = wi(z)
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