Espaces vectoriels normés

— premiere partie —

1. Révisions sur la borne supérieure. Pour « > 0, sup(ad) = asup(A).

o

Norme sur un K-espace vectoriel. Distance associée a une norme. Inégalités triangulaires. Norme associée a un
produit scalaire sur un espace préhilbertien réel.

Vecteurs unitaires.

Boules fermées, ouvertes, spheres. Convexité des boules.
Parties, suites, fonctions bornées.

Sur K™ : normes 1, 2 et infinie.

Sur P'espace des fonctions bornées et a valeurs dans K : norme de la convergence uniforme.

® N o ot w

Sur I’espace des fonctions continues sur un segment a valeurs réelles ou complexes : norme de la convergence en
moyenne et norme de la convergence en moyenne quadratique.

9. Produit fini d’espaces vectoriels normés.
10. Suites d’éléments de FE, espace vectoriel normé :
— Suite convergente, divergente. Unicité de la limite. Opérations algébriques sur les limites.
— Caracteére borné d’une suite convergente.
— Convergence d’'une suite & valeurs dans un produit fini d’espaces vectoriels normés (« composante par
composante »...)
— Suites extraites. Valeurs d’adhérence. Une suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence diverge.

11. Comparaison des normes : normes équivalentes. Invariance du caractére borné, de la convergence d’une suite.

Dans le chapitre, K désigne R ou C. L’objectif de ce chapitre est d’étendre les notions topologiques (partie
bornée, limites, continuité) vues en premieére année dans le cadre réel au cadre des espaces vectoriels. Nous
poursuivrons ce chapitre dans le courant de I’année, avec le chapitre Topologie des espaces vectoriels normés.

1 Rappels sur les bornes supérieure et inférieure

A est une partie de R. On appelle borne supérieure de A, lorsqu’elle existe, le plus petit des majorants de
A. Cette bornée supérieure est notée sup(A). En premiére année, vous avez appris le théoréeme :

Toute partie non vide et majorée de réels admet une borne supérieure.

Supposons l'existence de sup(A). Par définition de sup(A), pour € > 0, sup(A) — € n’est plus un majorant
de A, et il existe z € A tel que sup(A) — e < x < sup(A). Cette considération est extrémement utile. On
peut ainsi construire, en prenant € = n%rl, une suite (2, )pen d’éléments de A qui converge vers sup(A). En
effet, les termes d’une telle suite vérifient :
(A) = — < 2, < sup(A)
su - <z su
P nt 1 n X Sup
et le théoréme d’encadrement assure que lim x,, = sup A.
Pour justifier qu'un réel M est égal & sup(A), on peut souvent procéder en deux étapes :

1. D’une part, montrer que pour tout z € A, x < M. Ainsi M est un majorant de A.

2. D’autre part, montrer que pour tout s < M, il existe z € A tel que s < .
Ansi s < M n’est pas un majorant de A.

En résumé, on prouve bien que M est un majorant de A et que c’est le plus petit des majorants de A.
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,_‘ Propriété 1 l .

Soit A une partie non vide de R et o > 0. On considére A = {ax, v € A}. On a :
sup(aA) = asup(A)

et, si la partie A admet un plus grand élément, max(awA) = amax(A).

\. J

Enfin, on rappelle la notation sup f.
X

Si f est une application d’un ensemble X a valeurs dans R, majorée sur X, on note

sup f = sup f(r) = sup{f(z),z € X}
X rxeX

sup f est le plus petit majorant des valeurs de f sur X.
X

2 Normes

2.1 définitions

—[ Définition 1 }

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : £ — R vérifiant les
propriétés :

Séparation : Vre E, N(z)=0=x=0g
Homogénéité : Vre E, VAeK, N(Azx) = |A\N(z)
Inégalité triangulaire : V(z,y) € E?, N(x+y) < N(z)+ N(y)

On dit alors que (E, N) est un espace vectoriel normé.

Remarques :

— L’homogénéité montre que si z = Op, alors N(z) = 0. En effet, N(0g) = N(0.0g) = [0|N(0g) = 0. La
séparation peut donc aussi s’écrire

N(x) =0 sietseulementsi z=0g

— On a N(—z) = N(x).
— Une norme est souvent notée non pas comme une application mais a I’aide d’'un symbole comme ||.|.

N(x) = ||z|| est la norme du vecteur z.

— Nous le verrons longuement, il peut y avoir plusieurs normes sur le méme espace vectoriel ! Elles doivent
alors avoir des notations différentes.

— La restriction d’une norme a un sous-espace vectoriel F' fait de ce dernier un espace vectoriel normé.

Par exemple, l'application x — |z| est une norme sur K (ou |z| est la valeur absolue de x si K = R et le
module de z si K = C). Et la valeur absolue est la norme induite sur F' = R par le module sur C.

Autre exemple : dans un espace préhilbertien réel (R-espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire), I’ap-
plication z — /(x, z) est une norme, notée |.|.
Une norme découlant d’un produit scalaire est appelée norme euclidienne.
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,_[ Définition - propriété 1 }

Un vecteur z de E est dit unitaire si sa norme vaut 1.

Etant donné un vecteur non nul x de E, le vecteur H%II est de norme 1.
Soit « un vecteur non nul de E. Par homogénéité de la norme, pour A scalaire, |[Az|| = |A|.||z]. Donc Az est unitaire si, et
seulement si, |A| = ﬁ

Dans le cas d’un R-espace vectoriel normé, il existe donc deux vecteurs unitaires colinéaires a x, qui sont ﬁ et f”z—“.

Exercice 1 :

1. Montrer que N(P) = |P(1)| + |P(2)| + |P(3)| définit une norme sur Ry[X]. Quelle est la norme du
polynéme X — 37 Donner un exemple de polyndéme unitaire.

400
2. Montrer que N : P+ Y. |P®)(0)] est une norme sur C[X].
k=0

2.2 les inégalités triangulaires

l[w + ol < [lull + ol

Pour u et v vecteurs de F, 'inégalité triangulaire est :
lu+ ol < [lull + [|v]]

Cette inégalité s’interprete géométriquement en disant que dans
un triangle, la longueur d’un c6té est inférieure a la somme des
longueurs des deux autres cotés. Avec une différence, c’est la
méme inégalité :

[l — ol < fluf| + [lv]

,_[ Propriété 2 — deuxiéme inégalité triangulaire ]

Pour z et y vecteurs de F, on a :
[l = Iyl < llz + yl

,_‘ Propriété 3 !

Pour z1,...,x, vecteurs de E et Aq,..., A\, scalaires, on a l'inégalité triangulaire généralisée :

|32 dea] < 2 Il
k=1 k=1

MP 20283 — 2024 3 D. Leroy, lycée Pissarro



2.3 exemples d’espaces vectoriels normés

,_[ Définition - propriété 2 — espace K™ et normes usuelles ] .
Pour z = (z1,22,...,2,) € K", on pose :
n n
[l fly = kz::l lzel  lzll2 = k; k> 2l = Qnax |k
II-ll1s [I-]l2 et ||-|lco sont des normes sur K".

A N’oubliez pas les modules sous le carré pour ||.||2 dans C™. Méme chose dans la propriété suivante.

,_[ Définition - propriété 3 — espace de fonctions continues ]

Pour f € C([a,b],K), on pose :

b

b
Il = [15@1at 17le= | [1FORd 1l = sup 1700

telab
a

I, []-]l2 et ||.]lcc sOnt des normes sur C([a, b], K).

La norme 1 est appelée norme de la convergence en moyenne.
La norme 2 est appelée norme de la convergence (en moyenne) quadratique.
La norme infinie est appelée norme de la convergence uniforme.

,_[ Définition - propriété 4 — espace des fonctions bornées ]

Soit (E, N) un espace vectoriel normé et X un ensemble non vide.

Une fonction f : X — E est bornée lorsqu’il existe un réel R € RT tel que pour tout = de X,
N(f(2)) < R.

L’ensemble B(X, E) des applications bornées de X dans E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble
F(X,E). On peut le munir de la norme infinie, ou norme de la convergence uniforme, donnée par :

[flloc = sup N(f(x))
zeX

Par exemple, 'espace vectoriel B(N, C) des suites complexes bornées est muni de la norme infinie

[ulloo = sup |un]|
neN

,_[ Propriété 4 — espace produit d’espaces normés } <

Etant donné p espaces vectoriels normés (Ei, N;) avec 1 < i < p, on peut munir I'espace vectoriel
produit By x Fo x --- x E, de la norme N définie par :

Vo = (x1,...,2p) € By X -+ X E,, N(z) = max N;(z;)

1<isp

Par exemple, la norme infinie sur K™ est la norme produit obtenue en considérant, sur K, la norme z +— |z|.
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3 Un peu de topologie dans (F, ||.||) espace vectoriel normé

3.1 distance

r—[ Définition 2 }

On appelle distance associée a la norme ||.|| 'application d : E? — R telle que

V(z,y) € E?, d(z,y) = |ly — z||

On a les propriétés suivantes pour la distance d :
— Séparation : Vz,y € E,d(z,y) =0=z=y
— Symétrie : d(x,y) = d(y,x)
— Inégalité triangulaire : Vx,y,z € E, d(x,y) < d(x,yz) + d(z,y)
— La norme de z est sa distance au vecteur nul : ||z| = d(z,0g)

— On a encore une fois la seconde inégalité triangulaire Vz,y,z € E, |d(z,2) — d(z,y)| < d(z,y).

,_[ Définition 3 — distance & une partie }

Pour A partie non vide de E et x dans E, on appelle distance
de x d A, et on note d(x, A), la quantité :

d(xz,A) = inf{d(z,a), a € A} = inf{||z — al|, a € A}

Exercice 2 : Montrer que d(., A) : (E,||.||) = (R, |.|) est une application 1-lipschitzienne.

3.2 Dboules

—[ Définition 4 }

Soient (E,||.||) un espace vectoriel normé, a € E et r > 0. On appelle :

o boule ouverte de centre a et de rayon r, lensemble B(a,7)={x € E | ||z —al| < r}.
o boule fermée de centre a et de rayon r, 'ensemble  By(a,r7) ={x € £ | |z —a| <7}
o sphére de centre a et de rayon r, 'ensemble  S(a,r) ={x € E | ||z —a| =r}.

Pour a = 0 et » = 1, on parle respectivement de boule unité ouverte, boule unité fermée et sphere

unité.
Voici les trois boules unité fermées dans R? muni des normes |[|.|[1, ||.||l2 et ||-]|oo :
1 1
1
0 1 0 1 0 1
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,_[ Définition - propriété 5 }

On dit qu’une partie A d’un espace vectoriel normé est bornée s’il existe une boule la contenant, ou,

de maniere équivalente,
dM >0,V e A, ||z]| < M

,_[ Définition - propriété 6 ]
o Soit (upn)nen une suite d’éléments de E. On dit que la suite (u,) est bornée s’il existe R € RT tel
que

vneN, |unl <R

L’ensemble des suites bornées est un sous-espace vectoriel de F.

e Soit X un ensemble et f : E — X une application. On dit que f est bornée s’il existe
R € RT tel que
VeeX, [f@)|<R

L’ensemble des applications bornées est un sous-espace vectoriel de F(X, E).

Une partie peut étre bornée pour une norme sans I’étre pour autant pour une autre! Une suite peut étre
bornée pour une norme et pas pour une autre !

+00o
Par exemple, on considéere E = R[X] et on définit deux normes sur E en posant, pour P = > a X" :
k=0

+oo
Ni(P) =) lag|  No(P)=
k=0

nax |ax|

n
On considere la suite (P,) donnée par P, = >, X*.
k=0

On a N1(P,) = n+ 1 donc la suite (P,) n’est pas bornée pour Ni. Et Ny(P,) = 1 donc la suite (P,) est
bornée pour N,.

Nous verrons cependant plus loin que deux normes équivalentes définissent les mémes suites
bornées.

3.3 parties convexes d’un R-espace vectoriel normé

Ici (E,||.]|) est un R-espace vectoriel normé.

—{ Définition 5 |

Une partie A de E est dite conveze si :

V(z,y) € A%, Vt € [0,1], tz+(1—-t)yc A

L’ensemble des points {tz + (1 —t)y, t € [0,1]} est appelé segment [z, y].
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Dire qu'une partie est convexe signifie qu’étant donné
deux points de A, le segment reliant ces deux points
est inclus dans A. Ci-contre, A est convexe et B ne
I'est pas.

En premiere année, vous avez vu que les parties convexes de R sont les intervalles.

,_' Propriété 5 !

Toute boule (ouverte ou fermée) est une partie convexe.

4 Suites dans un espace vectoriel normé

4.1 convergence et divergence d’une suite

(E,].]|) est un K-espace vectoriel et (uy,)nen une suite d’éléments de E.

— Définition 6 |

La suite (up)nen converge vers £ € E si :

Ve>0, dngeN, Vn=ng, |u,—4|<e

On dit qu’elle diverge sinon.

Autrement dit, la suite (u, converge vers £ si, et seulement si, la suite réelle (||u,, — £||) converge vers 0.
s neN ) )
La convergence d’une suite est liée a la norme choisie, comme le montre I’exemple suivant.

Considérons 'espace vectoriel C([0, 1], R) que 'on peut munir des
normes ||.|[1 et ||.]|co. Soit (fn) la suite de fonctions définie par

fn it
o+ La suite (f,) converge vers la fonction nulle pour la norme =
I|.|l1 puisque : 0a{ M1
1 06
= n = 1‘ =

[falli = [#7dt = —— et lim_fals =0 o

0 02

o La suite (f,) ne converge pas vers la fonction nulle pour la 00

norme ||.||o car 00 02 0 06 08 10

[fnlle = sup ¢" =1
t€[0,1]

Nous verrons cependant plus loin que deux normes équivalentes définissent les mémes suites
convergentes.

Dans ce nouveau cadre des suites convergentes dans un espace vectoriel normé, nous retrouvons les pro-
priétés suivantes, connues pour les suites numériques.
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,_‘ Propriété 6 l
e La limite d’une suite u, lorsqu’elle existe, est unique, notée lim wu,,.

o Toute suite convergente est bornée.

o L’ensemble des suites convergentes est un espace vectoriel et pour u et v suites convergentes de
E et X réel,

A

,_[ Propriété 7 — convergence dans un espace produit }

Soit (Ej, Ni)i1<k<p une famille finie d’espaces vectoriels normés et £ = Ey x E X -+ x E, muni de
la norme produit N.

La suite u = (uM,u®,... uP) € E converge vers £ = ({1,0a,...,£,) € E pour la norme N si et
seulement si pour tout k € [[1, p], la suite (u%k))n converge vers ({) pour la norme Nj.

Une suite définie sur un espace vectoriel normé produit converge si et seulement si chacune des suites

composantes converge.

Propriété 8 — convergence en dimension finie (admis)

Dans un espace vectoriel de dimension finie, la convergence d’une suite équivaut a celle
de ses suites composantes dans une base. Plus précisément, soit £ un K-espace vectoriel de
dimension finie muni d’une base B = (e1, ez, ..., €p). S0it (an)nen une suite d’éléments de £. On peut
écrire chaque terme dans la base B a 'aide de ses coordonnées (ou composantes).

P

k
Qp = Z (L,(1 )ek
k=1

, P
Etant donné ¢ = Y lrex € E, il est équivalent de dire :
k=1

(i) la suite (ay) converge vers ¢

(k)

(ii) pour tout k € [1,p], la suite (an’), converge vers /.

Exemples :

(k)

si pour tout k compris entre 1 et p, la suite (zy, '), converge vers (.

T
converge vers (0, 5 —=)

1 1
La suite (, arccos(——), arctan(—n))
n?+1 n+1 2

neN

(17.7) € [[Lp]] X [[17(]]]7 ((Mn)i,j)nEN converge vers L'L,j

. . , e ™" sin(n)/n 0 1
La suite de matrices de terme général < (n+1)/n  e2n ) converge vers ( 1 0)

— Une suite z = (¢, ..., z®) & valeurs dans K? converge vers £ = ({1, .. ,lp) € KP si et seulement

— Une suite (Mpy,)nen a valeurs dans M, ,(K) converge vers L € M, ,(K) si et seulement si pour tout
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4.2 valeurs d’adhérence

—{ Définition 7 |

On appelle suite extraite ou sous-suite d'une suite (u,)nen de E toute suite de la forme (ug(y))nen
ou ¢ : N — N est strictement croissante.

Remarque : Comme ¢ est strictement croissante, on a p(k + 1) — ¢(k) > 0.
Comme ¢ est a valeurs dans N, p(k + 1) — p(k) > 1. Par sommation et télescopage :

n—1

D (el +1) — k) >n et @n)—p0)>n
k=0
Il s’ensuit que ¢(n) > n, et en particulier, lim p(n) = 4o0.

—| Définition 8 }

On appelle valeur d’adhérence d’une suite (uy,)neny de E un élément de E qui est la limite d’une suite
extraite de (un)neN-

,_' Propriété 9 !

Toute sous-suite d’une suite convergente est convergente et a la méme limite.

Pour une suite convergente, la limite £ éventuelle est donc 'unique valeur d’adhé-
rence. Ainsi, une suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence diverge.

A Si une suite converge, son unique valeur d’adhérence est sa limite mais la réciproque
est fausse : une suite admettant une unique valeur d’adhérence ne converge pas
nécessairement.

Exemples :
1. La suite ((—1)") admet deux valeurs d’adhérence et est divergente.
2. La suite (n]sin(
)

| %5)|) possede une unique valeur d’adhérence et est divergente.
3. La suite (n(—1

™) n’admet aucune valeur d’adhérence.

Sur le theme des suites extraites, terminons par deux révisions de premiere année :

—[ Théoréme 1 — théoréme de Bolzano-Weierstrass }

De toute suite complexe bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

.

—[ Théoréeme 2 — théoreme des suites extraites }

Soit a € R.
La suite réelle (u,) a pour limite a si et seulement si les deux suites extraites (ugy) et (ug,41) ont
pour limite a.
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5 Comparaison de normes

—[ Définition 9 }

Soient N7 et Ny deux normes sur un méme K-espace vectoriel £. On dit que Ny est équivalente a Ny
s’il existe « et B strictement positifs tels que :

Ve € E, alNi(z) < Na(z) < BNi(z)

,_[ Propriété 10 }

La relation « étre équivalente a » est une relation d’équivalence sur ’ensemble des normes d’un méme
K-espace vectoriel. On peut en particulier dire sans ambiguité que deux normes sont équivalentes
plutét que de dire que 'une est équivalente & 'autre.

%\ Exercice 3 : Montrer que pour tout x € R", on a :

L flzfloe < lzfly < nljzfloo
2. [lzfloe < llzfl2 < Vnll]loo
3. On déduit de 1. et 2. que L||z|l; < |lz]l2 < Vnllz:.

Il en résulte que les normes 1, 2 et infinie sont équivalentes dans K.

Propriétés inchangées par utilisation d’une norme équivalente

L’équivalence des normes est une notion essentielle. Nous verrons dans les chapitres ultérieurs que bon
nombre de propriétés topologiques de parties d’un espace vectoriel, de suites ou de fonctions & valeurs dans
un espace vectoriel normé restent inchangées si on change une norme en une norme équivalente, notamment :

— le caractére borné,
— la convergence/divergence et la limite des suites,
— la convergence/divergence et la somme des séries,
— les ouverts, les fermés, les voisinages, les intérieurs, les adhérences, la densité,
— la limite et la continuité des fonctions,
— la compacité,
— la connexité par arcs.
Exemple de démonstration : montrons que si (u,) est une suite convergeant vers £ au sens de la norme N1, et que Ny et Na

sont équivalentes, alors (u,) converge aussi vers ¢ au sens de Na.
11 existe a > 0 tel que Vx € E, Na(z) < aN2(z). Donc

0 < No(un —£) < alNi(un —¥£)

et comme le membre de droite tend vers 0, le théoréme d’encadrement nous permet de conclure lim No(u, — £) = 0, autrement

dit (u,) converge vers £ au sens de Na.
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,_[ Propriété 11 — comment montrer que deux normes ne sont pas équivalentes ? ]

Pour montrer que deux normes N7 et Ny d’'un méme K-espace vectoriel £ ne sont pas équivalentes,
il suffit de trouver une suite (u,) d’éléments de E telle que

1i —0 i _
n=s50 N1 (tn) o Ny T

Exercice 4 : A I'aide des fonctions f,, : ¢ — ¢, montrer que les normes 1, 2 et infinie ne sont pas équivalentes
dans C([0, 1], R).

Théoreme 3 — équivalence des normes en dimension finie (admis)

En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Ce résultat fondamental est provisoirement admis. Il nous assure que la convergence d’une suite en dimension
finie ne dépend pas de la norme utilisée.
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6 Annexe : quelques éléments de démonstrations

Propriété 1
Démonstration dans le cas ott a > 0 (le cas o = 0 résulte plus d’une convention qu’autre chose).
— Si A n’est pas majorée, @A ne I'est pas non plus. sup(aA) = 400 = asup(A).
— Supposons que A est majorée. D’une part, pour x € A, on a z < sup(A) et ax < asup(A4). Donc asup(A) est un
majorant de A.
D’autre part, soit s < asup(A). < n’est pas un majorant de A. Il existe z € A tel que = < 2. On a s < ax, donc s n’est
pas un majorant de aA.
Donc pour s < asup(A), s n’est pas majorant de aA.
Par ces deux points, asup(A) est le plus petit des majorants de oA : sup(aA) = asup(A).

Deuxiéme inégalité triangulaire (page 3)
lzll = |z +y — yll < |lz + yll + || — yl| par inégalité triangulaire.
Donc ||z|| — |lyll < ||z + y||- En intervertissant les roles de x et y, on a |ly|| — ||lz|| < ||z + y||-

Propriété 2
e Soient z,y € K" et A € K.

n
lz||s = O si et seulement si Y |z;| = 0 si et seulement si (une somme de positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont
i=1
nuls) |z;| = 0 pout tout 4, si et seulement si z = 0p.
n n

Azl = >0 Azl = 30 ALl = (AL 30 |2l = [AL |2l

i=1 i=1 i=1
Pour tout ¢ € [1,n], |z; + yi| < |zi| + |yi| donc en sommant,

lz+ylle <D lwl + yil

i=1

et par linéarité de la somme,

Iz +ylls <D lzal + > lwil < 12l + llyll
=1 i=1

n
o Lorsque K = R, la norme ||.||2 découle du produit scalaire (z,y) = > z;y.
i=1

Lorsque K = C, on pose, pour z = (z1,...,2,) € C", Z = (|z1],..., |x,:\) € R". On s’apercoit que ||z||2 = ||Z||2. Pour obtenir les
propriétés de séparation, homogénéité, inégalité triangulaire pour la norme ||.||2 sur C", on utilise ces mémes propriétés, déja
établies, pour ||.||2 sur R™.

e Soient z,y € K" et A € K.

|z]looc = 0 si et seulement si max_|z;| = 0 si et seulement si pour tout 4, |z;| = 0 si et seulement si x = 0.
ie[1,n]

Pour tout ¢ compris entre 1 et n, |Az;| = |A| - |z:| donc || Az]|ec = [A|[|%]|0o-
Pour tout ¢ compris entre 1 et n, |x; 4+ y:| < |z:] 4 |yi| < || 4 Y||oo, donc ||z + ylloo < ||2]|oo + ||¥]|oo-

Propriété 3
Démonstration facile pour ||.||1 et ||.||oc. Pour |.||2 lorsque K = R, on reconnait la norme euclidienne associée au produit scalaire

b
(f,9) = [ fg- Enfin, si K = C, on se raméne au cas réel en remarquant que || f||2 = [|g|l2 ot g = |f|.

Propriété 5

Soient z et y dans une boule (ouverte ou fermée) de centre a et de rayon r et soit ¢ € [0, 1]. On écrit astucieusement :
[tz + (1 =ty —al = [tz—a)+1-t)(y—al

lt(z —a)|| + |(1 — t)(y — a)|| (inégalité triangulaire)

tllz —all + (1 = )lly — all < max([lz — al|, ly — all)

NN

Propriété 6
1. Si u, converge vers {1 et vers {2, par inégalité triangulaire
0 < [[6r = Lof| < lun — & + [lun — £2]]

et le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Donc ||¢1 — £2]] = 0, puis £1 = 3.
2. Silimu, = ¢, par inégalité triangulaire, 0 < [|un|| < ||un — £|| + ||4]|. Le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers
Iinfini, donc constitue une suite réelle bornée. 1l existe R réel tel que

0 < Jlunll < flun — £+ 14 < R
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3. Montrons que I’ensemble F' des suites d’éléments de E convergentes est un sous-espaces vectoriel de E™.
FCE"
La suite nulle est convergente, de limite 0. En effet, pour tout € > 0 et tout n € N, |ju, — 0] = ||0g]| =0 < e.
Soient A réel et u et v dans F', de limites respectives £, et £,. Par inégalité triangulaire,

0 < llaun + v = (aly + £)|| < af[[un = Lull + [on = Lol

Par le fait que u et v sont dans F, le membre de droite tend vers 0. Par encadrement (propriété de suites réelles),
lim |aun + vn — (aly + £)|| = 0. Autrement dit, la suite (au, + bn) converge vers aly, + £y.
n—-+oo
Propriété 7

e Supposons que la suite u converge pour la norme produit, vers £. Comme pour tout k € [1,p],
0 < Nk((uk)n — Zk) < N(un — 4)

on applique le théoréme d’encadrement et on obtient lim(ug). = ¢x. Chaque composante converge.
e Réciproquement, si chaque composante uj de u est une suite convergeant vers ¢, alors on a

0 < flun — €] = max(N1((u1)n — ), -+ Np((up)n = £p)) < N1((ui)n = £1) + -+ Np((up)n — £p)

et le membre de droite est une suite réelle qui tend vers 0. Par le théoréme d’encadrement, lim |ju, — £|| = 0, soit lim u,, = £.

Propriété 9

Utilisons le résultat déja connu sur les suites réelles. Si limu, = £ et si (uy(n)) est une suite extraite de u, alors la suite réelle
(lwpny — €||) est une suite réelle, sous-suite de la suite réelle (||un — £||). Cette derniére suite tend vers 0, donc toutes ses
sous-suites tendent vers 0. Donc (uy(n)) converge vers .

Propriété 11
¢ Supposons qu’il existe une suite (un) d’éléments de E telle que lim %ﬁ"; =
n—-+oo "

que N1 et Ny sont équivalentes. Il existe a > 0 tel que pour = € E, aN1(z) < N2(z). On a

0. Raisonnons par ’absurde en supposant

Un .
7) et en faisant tendre n vers +oo, a < 0
Nl (un)

3 N (un>
lim 22 Y%n)
n——+oo Ni(un)

que N1 et Ny sont équivalentes. Il existe 5 > 0 tel que pour x € E, Na(z) < SN1(z). On a

¢ Supposons qu'il existe une suite (u,) d’éléments de E telle que = +o00. Raisonnons par ’absurde en supposant

NQ(un)

———= < (B et en faisant tendre n vers +oo, + 00 < 3
Nl (un)
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