Programme des colles MP
Semaine 9 : 2 au 7 décembre 2024

1 Cours

Révisions : Savoir énoncer le théoreme de la limite de la dérivée.

Suites et séries de fonctions & valeurs dans R ou C : suites de fonctions (convergence simple,
uniforme, et propriétés), séries de fonctions (convergence simple, uniforme, normale, et propriétés).
Suites et séries de fonctions a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie : adaptation
aucasou f: AC FEF — F, avec F et F espaces vectoriels normés de dimension finie, ou f : I C R = F
selon les propriétés abordées.

2 Meéthodes, exercices

— Etre au point sur le vocabulaire et sur les notations : f,(x) ou f, ? | f(z)| mais || fulsc-.-
— Savoir établir une convergence simple, uniforme, uniforme sur tout segment.

— Savoir montrer qu’une suite de fonctions ne converge pas uniformément : par étude de fonction ou
par 'absurde.

— Avoir révisé le théoreme spécial des séries alternées, utile & certaines séries de fonctions.

3 Questions de cours

1. Savoir refaire 'exercice 12 de la B.E.O.

(a) Soit (f,) une suite de fonctions de [a, b] dans R.
On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f,
et que, pour tout n € N, f,, est continue en xg, avec xg € [a, b].
Démontrer que f est continue en x.
(b) On pose : Vn € N*, V€ [0;1], gn(z) = ™.
La suite de fonctions (g, )nen+ converge-t-elle uniformément sur [0;1] ?
2. Savoir refaire I'exercice 14 de la B.E.O.

(a) Soit a et b deux réels donnés avec a < b.
Soit (fy) une suite de fonctions continues sur [a, b], a valeurs réelles.

b
Démontrer que si la suite (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la suite ( / fn (x) dx)
@ neN

b
converge vers / f(x)de.
a

(b) Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

% +o0 +o00 1
c¢) Démontrer que / z" | doz = —_—.
© we [ (5) =5 o

3. Savoir refaire I'exercice 53 de la B.E.O. On consideére, pour tout entier naturel n non nul, la fonction

fu définie sur R par fu(2) = 37— 7.

(a) i. Prouver que Z fn converge simplement sur R.
n=1

+o0o
On pose alors : Vo € R, f(x) = Z fn(z).
n=1

ii. Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b.

Z fn converge-t-elle normalement sur [a, b] ? sur [a, +00] ?
n=>1



ii. Z fn converge-t-elle normalement sur [0, +oo[ ?
n>1
(b) Prouver que f est continue sur R*.

(¢) Déterminer xll)r_i{loo f(z).

Exemples d’exercices (en plus, pas spécifiquement au programme des kholles, pour indica-
tion)
B.E.O. n®8, 9, 10, 11, 16, 17, 48

Corrigé exercice 12

1. Soit xg € [a,b]. Prouvons que f est continue en x.
Soit € > 0.
Par convergence uniforme, il existe un entier N tel que Vn € N, n > N = (Vz € [a,b], |f(z) — fo(z)| < ).
En particulier pour n = N, on a Vz € [a,b], |f(z) — fn(z)| <e. (¥)
Or la fonction fy est continue en zy donc 3 > 0 tel que :

Va € [a,b], [z — zo| < = [fn(2) — fn(zo)| <& ()
D’aprés I'inégalité triangulaire, Vo € [a,b], | f(z) — f(x0)] < |f(z) — fn(@)|+|fn(2) — fn(zo)|+|fn (20) — f(m0)].

Alors d’apres (*) et (*%),

Vo € [a,b], |z —zo] < a=|f(x) — f(zo)] < 3e.
On en déduit que f est continue en xg.

0 sizel0,1]

2. La suite (gp)nen+ converge simplement sur [0, 1] vers la fonction g : x +— { 1 siz—1

Vn € N*, g, est continue en 1 alors que g est discontinue en 1.
D’apres la question précédente, on en déduit que (g, )nen+ ne converge pas uniformément vers g sur [0, 1].

Corrigé exercice 14

1. Comme la suite (f,) converge uniformément sur [a,b] vers f, et que, Vn € N, f,, est continue sur [a, b], alors
f est continue sur [a, b].
Ainsi, Vn € N, f,, — f est continue sur le segment [a, b].

On pose alors, Vn € N, || f,, — fll., = sup |fu(z) — f(z)].
z€[a,b]
b b b
‘/ fuwydo - [ f(:c)dx’—|/ (Fule) = 1 /Ifn ~ f(@)lde,
Or, Vo € [a’b]v |fn(x) — f(z)] < an _fHOO'

)
b b b
/ ful) da — / f(x)dw‘< / = Fllsodz = (b= a) [ — fllos. ()

r (fn) converge uniformément vers f sur [a, b], donc hm Ifr— flloe =

On a :

Donc

Donc d’apres (*), lim /fn dm—/ f(z

n—-+o0o

2. On suppose que Vn € N, f,, est continue sur [a, b] et Z fn converge uniformément sur [a, b].
n
On pose S, = ka.
k=0
Z fn converge uniformément sur [a, b], donc converge simplement sur [a, b].
On pose alors, également, Vz € [a, b], Z fr(z

Z fn converge uniformément sur [a, b 51gn1ﬁe que (S,,) converge uniformément sur [a, b] vers S.

De plus, Vn € N, S,, est continue sur [a, b], car S,, est une somme finie de fonctions continues.
On en déduit que S est continue sur [a,b] d’aprés le théoréme de transmission de continuité.

Et d’aprés 1., lim /Sn(sr:)dx:/ S(z) da.
n—+oo J, a



n

b b b
Or / Sp(z)dz = / Z fr(z)dz = Z fr(z)dz par linéarité de I'intégrale.

k=0 k=070
n b b
Donc nBToo kz_o/a fr(z)de = /a S(z) dz.
no b b +oo
Ou encore nll)r_{loo Z fr(z)da = / Z fr(z) da.
k=070 @ k=0
b oo p b 400
Ce qui signifie que Z/ fx(z) dx converge et Z/ fe(z)dz = / Z fi(z)dz.
a k=079 ¢ k=0

Bilan : La convergence uniforme de la série de fonctions E fn ol les f,, sont continues sur le segment [a, D]

b +oo +oo b
permet d’ intégrer terme a terme, c’est-a-dire : / Z fo(z)dz = Z/ () de.
@ n=0 n=0"9a

3. REDACTION POSSIBLE POUR LES 5/2
La série entiere Z 2™ est de rayon de convergence R = 1 donc cette série de fonctions converge normalement

1
et donc uniformément sur le compact [07 2} c]-1,1].

1
De plus, Vn € N, z — 2™ est continue sur [O, 3|

1 [+ too ol +o0 1 1 +oo 11
On en déduit alors, en utilisant 2., que : " dx= "dx = R = -
n en ui rs, en utilisan qu /0 7;)1” x T;)/o z"dx 7122()”4‘12"“ 2

REDACTION POUR TOUS
Pour tout z € [0, 1], on a [2"| < (3)™ puis en notant u, : @ — 2™ et |||« la norme infinie sur le segment [0, 3],
on a0 < [lunflo < (3)™ La série géométrique Y (3)™ converge, donc la série numérique Y ||uy || converge.
Donc la série de fonctions > u,, converge normalement, donc uniformément, sur [0, 1]. Par le théoréme d’inté-

)2
gration terme & terme (démontré au b.), on a :

™ | de = x"dx = — = ——.
[(Er)e-Ef ro-Sitam-Lir
Corrigé exercice 53
1. (a) Soit z € R.
Si =0, alors f,(0) =0 et donc Y. f,(0) converge.

n>1

Si w40, fale) ~ —

+oo a3’
1 . . . . .
Or Y —; est une série de Riemann convergente donc, par critere d’équivalence pour les séries a termes
n>1T
de signe constant, E fn(x) converge.
n=1

Conclusion : Y f, converge simplement sur R.
n>1

(b) Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < b.

e Prouvons que E fn converge normalement sur [a, b].
n>1

Vo € [a,b], |fu(z)] <

1 (majoration indépendante de ).
n*a

b
niat’

Donc ||anoo,[a7b] <

1
De plus, E —; converge (série de Riemann convergente).
n
n>1

Donc E fn converge normalement sur [a, b].
n>1

e Prouvons que E fn converge normalement sur [a, +o00].
n>1

Vi € [a,+o0[, | fn(z)] < (majoration indépendante de x).

Done || fnllso,fa, +o0] <



1 - .

De plus, g —; converge (série de Riemann convergente).
n

n=1

Donc Z fn converge normalement sur [a, +00].
n>1
On remarque que f,, est continue sur le compact [0, 1], donc f, est bornée sur [0, 1].
1
De plus, d’apres 1.(b), Vo € [1,+00], |fn(z)| < —;, donc f,, est bornée sur [1, +o0].
n

On en déduit que f, est bornée sur [0, +oo[ et que sup |f,(x)| existe.

z€[0,+00[
1
Vn € N¥, ||fn||oo R+ /fn( ) 2n > 0.
Or Z — diverge (série harmonique). Donc par théoréme de comparaison, Z | ] diverge.
n
n=1 n>1

Donc Z frn ne converge pas normalement sur [0, +0o[.
n>1
Autre méthode :

3n4 4
Vn € N*| f,, est dérivable sur |0, 4o0[ et V& € |0, 4o00[, f/(x) = 72
(14 n*at)
On en déduit que f,, est croissante sur }0, 3%} et décroissante sur L} L 4000 [
an in
fn étant positive sur R, on en déduit que f,, est bornée.
3
. 1 34
Donc  sup |[f,(z)| existe et || fplloo, R+ = fru(-7—) = —.
2€[0,+00] 3in 4n

1
Or Z = diverge (série harmonique), donc Z | fnlloo, R+ diverge.

n>1 n>1

Donc E fn ne converge pas normalement sur [0, -I-OO[
n>1

2. V¥n € N*, f,, est continue sur |0, +oco[. (1)

Z fn converge normalement, donc uniformément, sur tout segment [a, b] inclus dans |0, +-oo[. (2)

n>=1

Donc, d’apres (1) et (2), f est continue sur ]0, +-00[.
Comme f est impaire, on en déduit que f est également continue sur |—oo, 0[.
Conclusion : f est continue sur R*.

Yn e N*, lim f,(x) =0 car, au voisinage de +oo, f(z) ~
r—+00

1
+oo i’

D’aprés 1.(b), > f, converge normalement, donc uniformément, sur [1,+oo].

n>1

Donc, d’apres le théoréme de double limite, f admet une limite finie en +o00 et lirf f(z) = lim

Zwkffm () =0.

Conclusion : lim f(z)=0.

T—+00



